I. megoldas. Jeloljik az a;, b;, ¢;, d; szamnégyest Q;-vel, a benne elforduld legnagyobb értéket my-vel (i =
0, 1, 2, ...). A képezési szabaly szerint vilagos, hogy ha i legalabb 1, akkor Q; egyik szama sem negativ, és ennek
folytan m;11 < my, ugyanis @;+1 szamai két-két Q;-beli, tehadt nem negativ szam kiilonbségének abszolut értékeként
addédnak, tehat nem nagyobbak a két szdm nagyobbikanal. Bebizonyitjuk, hogy ha a legnagyobb szam nem 0, akkor
a negyedik lépésig legkésGbb hatarozottan csokken a négyes legnagyobb szama: ha m; > 0, akkor m;4+4 < m;. Ebbdl
nyilvinvald, hogy a nem negativ egész szamokbol allo6 mq, me, ... szdmsorozatban véges szamu lépés utan fellép egy
0 tag, ez pedig azt jelenti, hogy a megfelel6 szdmnégyes minden tagja 0.

Bizonyitasunk egyszertibb lesz a kovetkezs két észrevétel felhasznédlasaval. d; képezése mutatja, hogy do-t és ap-t
az eredeti szamnégyesben ugyandgy szomszédos tagoknak tekinthetjiik, mint pl. ap-t és bg-t. Ezért a by, co, do, ag
szamnégyesbdl kiindulva a szdmnégyeseknek lényegében ugyanarra a sorozatara jutunk, mint az eredeti négyesbdl.
Ugyanaz all a dy, cg, by, ap négyesbol képezett sorozatra. Ezek alapjan barmely ¢(> 0) index esetén Q); tetszés szerinti
tagjat tekinthetjiik a;-nek, szomszédai egyikét b;-nek, a szomszéd masik szomszédjat c;-nek, igy a hatra levs tag d;
gyanant szomszédja lesz az el6szor kivalasztott tagnak, amint az eredeti elrendezésben is az volt.

Ha @;-ben nem szerepel m; értéki elem szomszédjaként 0, akkor mar m;1 < m;, s igy biztosan m;4 < m;. Elég
tehat azt az esetet vizsgalni, ha van @Q;-ben egy m; értékd elem mellett 0. Az el6rebocsatott megjegyzések szerint
feltehetjiik, hogy @; ilyen alaku:

v, my, 0, w,

ahol v és w nem negativ egészek és nem nagyobbak m;-nél. Ekkor Q;41 az
m; —v, mg, w, |U—7.U|

szamnégyes lesz. (Q;1o-ben csak akkor nem lesz minden szdm kisebb, mint m;, ha @Q;y1-ben el6fordul egymas mellett
az m; és 0 érték, tehat vagy v = m; vagy w = 0, vagy pedig v — w = 0 és e mellett w és m; — v egyike m;-vel egyenlg,
vagyis v = w = m; vagy w = v = 0. Ez azt jelenti, hogy a harmadik lehetGség mindkét valtozata az elsé két lehet&ség
valamelyikének specidlis esete, igy elég azokkal foglalkozni.

Ezekben az esetekben Q; 1 a 0, m;, w, m; —w, vagy az m; —v, m;, 0, v négyes, és a ketté nem kiilénbozik lényegesen
(w és m; — v jatszik azonos szerepet a két négyesben). Elég tehat az els6 négyessel foglalkozni. Ekkor Q4o az

my, m; — w, |m; — 2w, m; —w

négyes. Itt m; és 0 érték egymas mellett csak gy szerepelhet, ha w = m;, minden mas esetben ;43 szamai kisebbek
m;-nél. Ha pedig w = m; akkor Q;y2 az
mi, 0, mi, 0

négyes, igy Qi+3 és Qiys az
m;, m; My, m; ill. a 0, 0, 0, 0

négyes. Az allitasnal valamivel élesebben azt kaptuk tehat, hogy vagy @Q;14 mar csupa 0-bdl all, vagy mar m; 3 < m;.
Mint lattuk, ebbdl a feladat allitasa kovetkezik.
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II. megoldas. Ha egy @ szamnégyes mindegyik szdma oszthaté egy D szammal, akkor a szamok kiilonbségei is
oszthatok D-vel: a megfelels két szam D-ed része kiilonbségének a D-szeresei. Igy, ha a Q négyes szamainak a D-ed
részébol alkotott négyes @', akkor Q-bol és Q'-bsl képezve a feladat elirdsa szerint Gjabb négyeseket, ezekben két
egymasnak megfelels szam koziil vagy mindketts 0, vagy egyik sem. Igy egy négyest gy is helyettesithetiink kisebb
szamokbol alloval, ha a négy szam nem relativ prim, hogy mindegyiket osztjuk ugyanazzal a k6z6s osztoval.

Megmutatjuk, hogy barmely szamnégyesbdl kiindulva legkésébben a negyedik 1épésben minden elem paros szam,
tehdt D = 2-vel egyszertsithetiink. Elég lesz evégett a paros szamok helyére P-t, a paratlanok helyére U-t irni. Ebbgl
megallapithatjuk a tovabbképezéssel adodd szamok parossagat is, figyelembe véve, hogy két megegyezs parossagu szam
kiilonbsége paros, két ellentétes parossidgié pedig paratlan.

Vizsgéljuk el6szor azt az esetet, amikor a négyes harom eleme paratlan, egy paros; feltehetjiik ekkor az I. megol-
dasban tett megallapitasok szerint, hogy az utols6 elem paros. Ekkor a tovabbi négyesek igy alakulnak:

Qo u, U, U, P,
Ql P; P; U7 U7
Q2 P; U7 P; U7
Q3 U; U7 U7 U7
Q4 P, P, P, P,

allitdsunknak megfelelGen.

Mar csak a P, P, P, U esetet kell megvizsgalnunk, mert a fenti sorozatban eléfordul négy paratlan szambol allo
négyes is (Q3) és két-két paros és paratlan szambol allonak a két lényegesen kiilonbo6z6 tipusa is (@1, ill. Q2). Ezekbdl
4-nél kevesebb lépésben jutunk Q4-h6z. A hatra levé P, P, P, U tipus 1 lépésben a fenti Q1-re vezet, tehat 4 1épésben

Q4-re.



Ezek szerint valoban legkésGbben minden 4. lépésben egyszertsithetiink D = 2-vel, és igy m is felére csokken. Ha
el6bb nem érjiik el a 0, 0, 0, 0 szdmnégyest, akkor eljutunk egy olyan négyesre, mely mar csak a 0 és 1 elemekbdl
all. Minden ilyen szamnégyes megkaphato a fent vizsgalt tipusokbol, ha P helyére 0-t, U helyére 1-et irunk, és ekkor

legkésGbben a 4. lépésben 0, 0, 0, O-ra jutunk.
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