I. megoldas. I. A szam jegyeit rendre A, B, C-vel jelolve a feltételek szerint
(1) 2B=A+C,
(2) (10°A+10B + C)(10°C + 104 + B) = (10>°B + 10C + A)*.
(2)-ben beszorzas és rendezés utan egyszertsithetiink 10® — 1-gyel:
(3) A? —10B% 4+ 10AC — BC =0,
és innen B-t (1) alapjan kikiisz6bolve
(4) A? —3AC +2C% =0.

Nyilvan C' # 0, mert kiilonben A = 0, majd B = 0 kovetkeznék. Masrészt az egytitthatok osszege 1 — 3+ 2 = 0,
tehat A = C-vel az egyenlet teljesiil, vagyis a bal oldal oszthat6 az A — C' kiilonbséggel. Szorzatta alakitas utan

(A—C)(A—-20) =0,

ez pedig csak A —2C = 0, A = 2C mellett teljesiilhet, mert A és C feltevés szerint kiilonbozsk, A — C # 0. Igy (1)-bél
B =3C/2.

Ezek szerint C' paros szamjegy, mésrészt A = 2C' < 9, mert A szintén szamjegy, ezért C' < 5; igy csak a kovetkezs
két szamjegyharmas felelhet meg:

C=2 A=4, B=3, (C=4, A=8, B=6,

tehat a szoban forgo szam 432 vagy 864. Valoban 432 = 16-27 = 2*.3% és 243 = 35 mértani kozéparanyosa 22-3* = 324,
a feladat allitdsainak megfelelen. Ugyanez all a 864 szamra is, melynek jegyei rendre 2-szer nagyobbak.

I1. Tegyiik fel, hogy az ABC' szamnak akkor is megvannak a feltételekben kimondott tulajdonsagai, ha a szamot a
b-alapu (bazisi) szdmrendszerben felirva gondoljuk, vagyis (2)-ben 10 helyett b-t irunk (b > 2, egész szdm). A fentiek
mint4jara, kozben b> — 1-gyel egyszertisitve — ami # 0 — a (3) és (4) egyenletek helyére a kovetkezok lépnek:

(3) A? —bB? + bAC — BC =0,

(4") (b—4)A% —2(b—1)AC + (b+2)C* = 0.
A bal oldalt A és C polinomjanak tekintve itt is 0 az egyiitthatok Osszege, tehat A — C a bal oldalbol kiemelhet6:
[(b—4)A* — (b—4)AC] — [(b+2)AC + (b+2)C?] =

= (A= O)(b - DA~ (b+2)C] =0.

Tovabbra is kizérjuk azt az érdektelen esetet, amelyben A = C' = B, igy a masodik tényez6 0, amibdl, mindjart (1)-re
tekintettel

(5) (b—4)A = (b+2)C,

(b+2)C
b—4

(b—1)C

(©) A= b—4

> C, B = > C.

(Ab—4=0,b=4 esetet kés6bb vizsgaljuk.) Nem lehet, hogy C oszthato legyen b — 4-gyel, kiilonben
C
A=(b+2)——>b+2
(b+2)p—2b+2

holott a b alapt szamrendszerben a legnagyobb szamjegy b — 1. Ezért B csak ugy egész, ha b — 1-nek van 1-nél nagyobb
kozos osztoja b — 4-gyel. Ez a kozos osztd csak 3 lehet, mert ennyi a két szam kiilonbsége, viszont két szdm ko6zos
osztoja a kiilonbségiiknek is osztdja, és 3-nak 1-nél nagyobb osztéja csak dnmaga. Legyen b — 1 = 3k, ahol k egész
szam, és b > 4 miatt k > 1, vagyis a szamrendszer alapszama b = 3k + 1 alaku. Igy (6)-bol

_kC _(k+1)C C
B_k—l’ A= E—1 _B+k—1’

kell tehat, hogy C tobbszorose legyen k — 1-nek: C = m(k — 1), ahol m természetes szam. Ekkor

B = km, A=km+m=(k+1)m.



Itt m < 3, kiilonben ugyanis A > 3k+3 = b+2. m = 2-vel viszont k£ > 1 miatt mindig teljesiil A = 2k+2 < 3k =b—1,
vagyis A = 2k 4+ 2 a b alapt szamrendszerben szamjegy. Igy m lehetséges értékei 1 és 2.
Ezek szerint minden k > 2 egész szam mellett a 3k + 1 alapt szamrendszerben az

A=k+1, B=k C=k-1

és
A=2k+1), B=2k, C=2k-1)

szamjegyekkel felirt ABC szamoknak megvan a vizsgalt tulajdonsiga, vagyis mindig &ll

CAB-ABC = BCA”.

Pl. a b = 7-es szamrendszerben k = 2, ezért A, B, C =3, 2, 1, ill. 6, 4, 2; az elsvel 3217 = 162 = 2- 3% 132, = 72 =
23.32,213; = 108 = 22 - 33, az utébbi szam valoban mértani kozepe az elébbi kettének.

b = 4 esetén (5)-bdl, majd (1)-b6l C = 0, A = 2B, masrészt A < 3, igy A egyetlen lehetséges érteke A = 2,
ennélfogva B = 1. A tizes rendszerre atirva ABC = 2104 = 36, CAB = 0214 = 9, BOA = 1024 = 18, és val6ban
36 -9 = 182, Ebben a szamrendszerben csak egy szamnak van meg a vizsgalt tulajdonsaga.
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II. megoldas. (mindjart tetszéleges alapt szamrendszerre). Gyorsabban jutunk eredményre, ha az (1) feltevést
A—-B=B-C=d, azaz A=B+d, C=B-d
alakban irjuk, ahol d egész szam. Ekkor a b alapt szamrendszerben (b > 3) a (2) egyenlet igy alakul:
[(B+d)b* + Bb+ B —d)[(B—d)b* + (B+d)b+ B]

— [B + (B—d)b+ (B+d)]*,
d(b®> — 1) [~db+ 3B +d] = 0.
Innen d # 0 és b # 1 miatt
(b+2)d
A =
3 7 3 7 3
B >0 miatt d >0, A> B > C, masrészt A < b— 1 miatt d < 2, d nem egyszertisitheté 3-mal, ezért A, B, C-re egész

megoldast csak akkor kapunk, ha b —1=3k. b =4 és d = 2 esetén A > b — 1 nem megoldés, minden més megfelels b
esetén két megoldas van.
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