Legyen az adott G gébmb kozéppontja O, sugara R, az adott pont A, tovibba G-nek egy az A-bol derékszoghen
lathato hurja (ha van ilyen) M M’, és ennek felez6pontja P.

M A 1. dbra

P egyszersmind az M M'A derékszogii haromszog koriilirt korének kozéppontja, ezért PA = PM. Masrészt P —
ha kiilonbozik O-t6l — az OMM’ egyenls szart haromszog alapjanak felezGpontja, ezért PO? + PM? = OM?, és az
el6bbi egyenlGség figyelembevételével

(1) PO? + PA* = R?

(Ez akkor is érvényes, ha P és O egybeesnek, mert ekkor PA = 0OA = OM = R, A a G gbmbon van. Forditva, ha A a
G feliiletén van, akkor nyilvanvald, hogy G-nek csak az atmérdi lathatok A-bol derékszogben, ezért a keresett mértani
hely egyetlen pontbol all: O-bol. Ezt a helyzetet tovabb figyelmen kiviil hagyjuk.)

(1)-bol kovetkezik, hogy P-nek az AO szakasz F felezGpontjatol mért tavolsidga allando, ugyanis PF az OAP
haromszogben az OA oldalhoz tartozo silyvonal, ezért ismert Osszefliggés szerint
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(2) PF? 1

1
[2(PO? + PA?) — 0A? = Z(21%22 — 0A4?%),
ami allitdsunkat igazolja. Egyszersmind azt is latjuk, hogy a feltételnek megfelelé P pont (s igy egyben A-bol de-
rékszoghen latszo hur is) csak akkor van, ha ez a kifejezés nem negativ, tehat ha OA% < 2R?. Ezt a tovabbiakban
feltessziik. Ha itt a ,,<” jel érvényes, akkor P rajta van egy az F' pont koril irt g gomb feliiletén, amelynek sugara

2
3) r= Ve —0& = % _or,

tehat a keresett mértani hely része ennek a gombfeliiletnek. Az OA% = 2R? esetre kés6bb visszatériink.

Bebizonyitjuk, hogy ¢ feliiletének minden pontja hozzatartozik a mértani helyhez. A mértani hely pontjai nyilvan
csak G belss pontjai lehetnek, ezért elGszor azt latjuk be, hogy g minden pontja G belsejében van. (3) szerint OF <
R/\/i, tehat F' benne van az O koriil R/\/i—sugé,rral irt G’ gémb belsejében, igy G-ben is. G-nek F-hez legkdzelebbi
pontja az OF félegyenesen levé gémbsugar B végpontja. Igy azt kell megmutatnunk, hogy r < BF.
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metszet egy az AO-n dtmend sikon mefszet és k" vetiilete az AOP sikon 2. dbra

Messe egy az OA egyenesen atmend sik G-t és G'-t a k, ill. ¥’ korben. Hizzuk meg k'-nek az F-en dtmend, OF-re
merdleges hirjat, legyen ennek egyik végpontja C. Igy r-et megadja CF; az r = CF < BF allitas pedig egyértelmii
azzal, hogy a BCF derékszogi haromszog C-nél levs hegyesszoge nagyobb, vagy ugyanakkora, mint a B-nél levg
hegyesszoge, més szdval, hogy a B-nél levs szog kisebb, mint 45°, vagy egyenld vele.

A k'-hoz B-b6l hizott érinték érintési pontjat D-vel és D’-vel jelolve a k' barmely pontjahoz B-bél hiizott félegyenes
a DBD' szogtartomany belsejében halad vagy annak hataran, tehat CBF< < DBF<. A BOD derékszogti harom-
sz0gbol viszont BD? = BO* — DO? = R?/2 = DO?, ez a haromszog egyenls szart, és igy DBO<t = DBF< = 45°.



Eszerint allitasunk helyes, g-nek nincs pontja G-n kiviil. Maga B sem lehet rajta g feliiletén, mert BF = r = CF
csak akkor teljesiil, ha C' azonos D-vel vagy D’-vel, ekkor azonban F felezi OB-t, tehat A azonos B-vel, ezt az esetet
viszont kizartuk.

Megmutatjuk most mar, hogy g-nek tetszés szerinti P pontjahoz megadhaté G-nek olyan M M’ hirja, amely A-bol
derékszogben latszik, és amelynek felez6pontja P. Irjunk P koriil PA sugarral G’ gombot. G és G” egy k" korben
metszik egymast, amely nem fajul ponttd, ugyanis a két gombsugar kiilénbsége kisebb kdzéppontjaik tavolsaganal:

R—PA< PO, azaz PO+ PA>R,

mert az utébbi egyenlGtlenségben mindkét oldal pozitiv, tehat az egyenlGtlenség akkor és csak akkor teljesiil, amikor
(PO+PA)? > R?, ez pedig (1) miatt teljesiil. (Ugyanis P kiilonbozik O-t6l is, A-t6l is, mert az r = OF = AF feltevés
a kizart OA = R-re vezet.)

k"”-nek barmely MM’ dtmérsje megfelel allitAsunknak: A-bol derékszdgben latszik, és felez6pontja P. Az utébbi
feltétel teljesiil, mert k" kozéppontja P, vagyis k& a G'-nek f6kore. Valoban, k” minden M pontjara MP = PA és
MO = R, ezért (2) és (3) alapjan
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MP? = PA2 =2FP%2 - OP? + 5

R? - OP* = MO? - OP?,
tehat az M PO szog derékszog, k" a P-n atmend és OP-re merdlegesen allé sikban van. Igy viszont az elss feltétel is
teljesiil, mert k" atmérsi egyben G”-nek is 4&tméréi, és igy a G” feliiletén levs A-bol Thalész tétele szerint derékszogben
lathatok. (Maga A nincs rajta k”-n, mert ¥ a G-n van, A pedig nincs rajta.) Ezek szerint a keresett mértani helyet
OA? < 2R? esetén a g feliiletén levé pontok alkotjak.

Az OA? = 2R? esetre nyilvanvalo, hogy annak a kapnak, melynek alkot6i az A-bol G-hez huzhaté osszes érintdk,
a félnyilasszoge 45°, és igy A-bol csak olyan hurok lathatok derékszogben, melyek mindkét végpontja a kup és G
érintkezési korén van, és az ilyenek is csak akkor, ha a mondott kornek atmérsi. Ekkor viszont P a mondott kor
kozéppontja. Konnyt belatni, hogy e kdzéppont egyben az OA szakasz felezGpontja.
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