I. megoldas. «) Jeloljik az A, B, C, D ponton at az elGiras szerint meghuzott egyenest rendre a, b, ¢, d-vel,
az a, d egyenespar metszéspontjat M-mel, a b, ¢ egyenesparét N-nel. Ekkor az M N all6 megy at e-nek és f-nek O
metszéspontjan és felezi a koztiik levs 2 par cstcsszog egyikét.

Allitjuk, hogy M is, N is egyenld tavolsagra van e, f mindegyikétsl. Ehhez megmutatjuk, hogy a M AB és MCD
haromszogek teriilete egyenls, és ugyanigy az NAB, NC'D haromszogparé is. Ebbgl kovetkezik, hogy az M-bél, ill.
N-bgl huzott magassagaik egyenlSk, mert az e-n fekvé AB és az f-en fekvé C'D alapjaik egyenldk.

i fi

1. dbra és 2. dbra

Az AC és BD egyenesek metszéspontjat S-sel jelolve a szerkesztés folytan az AM DS és a CNBS négyszog
paralelogramma. Ekkor, az idomok teriiletét ugyanugy jelolve, mint magukat az idomokat, a szerkesztés folytan valé6ban

(1) MAB = MAS = MSD = MCD és
(2) NAB =NSB=NCS = NCD.

Igy M is, N is az e, f egyenespar valamelyik szogfelezGjén van.

B) Azt kell még belatnunk, hogy M és N az egyenespar ugyanazon szogfelezGjének pontja, vagyis az egyenesparral
meghatéarozott 4 szogtartomany koziil vagy ugyanabban vannak, vagy pedig két csicsszogtartoményban. Ha az adott
pontok O-nak ugyanazon oldalan vannak és a sorrend e-n: O, A, B, f-en pedig O, D, C (1. &bra), akkor a és b-
nek f-fel valé metszéspontjat Ap-gyel, ill. Bl—gyel ¢ és d-nek e-vel vald metszéspontjat Cy-gyel, ill. Dq-gyel jeldlve
a pontok sorrendje e-n Dy, A, B, C1, f-en pedig A1, D, C, B;. Nyilvanval6 ugyanis, hogy a metszéspontok O-nak
ugyanazon oldalan vannak, mint az adott pontok, tovabba hasonl6 haromszégekb6l OD, = OA-OD/OC < OA, OCy =
OB -0C/OD > OB, és ugyanigy OA; < OD, és OB; > OC. Ennélfogva ADA; D, és BCB1C; konvex négyszogek,
és benne vannak a 180°-nal kisebb AOC szbgtartoméanyban, tehat ez all atléiknak M, ill. N metszéspontjara is.

C és D sorrendjét az el6bbihez képest megforditva feltehetjiik, hogy OA > OC (ugyanis OA = OC esetén BD || AC,
a paralelogramma elfajul, az atlé hatarozatlan). Ekkor A; és By a C'D szakaszon vannak (2. dbra), mert

CBlz%-AB<AB:OD és DAlzg—g~BA<BA:DC,
ugyanis OD = OC +CD < OA+ AB = OB. Ezért A; kozelebb van d-hez, mint C' (azaz mint A), tehat A-bol A, felé
haladva kozelediink d-hez, ezért a és d-nek M metszéspontja A;-en tul adodik, abban a szogtartomanyban, amely az
AOC szogtartoméannyal az OC félegyenes mentén hataros. Ugyanez all N-re is, mert By kozelebb van c-hez, mint D
és B.

3. dbra

LAz abran Bj indexe potlando.



Hasonlé maggondolas mutatja, hogy M és N akkor is az e és f kozti 4 szogtartomény koziil ugyanabban vannak,
ha O az AB és C'D szakaszok mindegyikének pontja (3. abra). Ha viszont O az AB és CD szakaszok egyikén rajta van,
masikin nem, akkor M és N két cstcsszOgtartoméanyban van (4. abra), tehéat ekkor is ugyanazon szogfelezs egyenes
pontjai.

4. dbra

Ha A, B, C és D koziil egy vagy kett6 az O-ban van, akkor M és N egyike azonos O-val, ezért az utobbi vizsgalat
felesleges, vagy a paralelogramma hatarozatlan, az allitdsnak nincs értelme.

Kuzmann Ernd (Budapest, L. Istvan g. IV. o. t.)
dolgozatabol, kiegészitve a [3) résszel.

Megjegyzés. A ) rész 4 esetét egyszerre intézhetjiik el, ha (1)-ben és (2)-ben a haromszogek koriiljarasi iranyat is
tekintetbe vessziik. A felhasznalt haromszogek felirt koriiljarasa (1)-ben is, (2)-ben is egyezs, mert az els6 és a harmadik
lépésben az elhagyott és az 0j csics Osszekotd egyenese parhuzamos a megmarado oldallal — pl. BS || M A —, a méasodik
lépésekben pedig az AM DS, ill. CN BS paralelogramma M S, ill. N.S atlojan masodszor az elsdvel ellentétes iranyban
haladtunk végig.

Ha marmost M és N az e egyenes ugyanazon oldalan vannak, akkor az M AB és N AB haromszogek koriiljarasa
megegyezl. Ezért egyezik egyméssal MCD és NCD koriiljarasa is, tehat M és N az f-nek is ugyanazon oldalan
vannak, vagyis az e és f kozti 4 szogtartomany koziil ugyanabban. Ha pedig e szétvalasztja az M, N pontpért, akkor
az M AB és N AB koriiljarasok irdnya ellentétes, ugyanez all az MCD és NCD Xkoriiljarasra is, tehat M-bsl N-be
haladva e és f mindegyikét atlépjiik, M és N két cstcsszogtartoméanyban van.

II. megoldas. Az 1. dbran az OC,C szdg szarait atmetszik a BN = b és AC parhuzamos egyenesek, ezért
C1N : NC = C1B : BA; masrészt a C10C szog szarait a C1C, BD és AA; parhuzamosok, ezért C1B : BA = CD :
DAy =BA: DAy = AO : A10 = C10: CO, tehat C1N : NC = C10 : CO. Eszerint a C;OC haromszogben a C10C
sz0g felezGje a C1C oldalt N-ben metszi. Hasonléan adodik, hogy OM is felezi az e és f kozti szoget.

Minthogy azonban a haromszog szogfelezGjének osztasaranyara vonatkozo, itt felhasznalt tétel a kiils§ szog fele-
zGjére is érvényes — hacsak a hdromszog nem egyenls szard —, azért itt is bizonyitani kell, hogy M és N ugyanazon
szogfelezd pontjai.

Féldes Antonia (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. III. o. t.)
dolgozata, kiegészitéssel.

Nincs sziikség annak kiilon bizonyitasara, hogy az M N atlé atmegy O-n, ha a koordinatageometria modszereivel
bizonyitjuk az allitast:

III. megoldas. Vialasszuk az e és f egyenesek O metszéspontjat a derékszogi koordinatarendszer origojanak, és
legyenek a rendszer tengelyei e és f szogfelez6i. Igy az AB és CD szakaszoknak a tengelyeken levs vetiiletei egyenld
hosszuak. Az abszcissza tengelyen valo vetiiletiiket p-vel és e irdnytényezGjét m-mel jelolve az ordinatatengelyen levs
vetiiletiik mp, az X tengelyt ugy valasztva ki és gy iranyitva, hogy p, m pozitivok legyenek (m = 0 mellett f
egybeesnék e-vel, p = 0 mellett szintén). Legyen A és C abszcisszaja x1, ill. zo, igy B abszcisszija x1 + p, D-é pedig
T + p, vagy T2 — p aszerint, hogy D abszcisszaja nagyobb mint C-é, vagy kisebb. Igy az 6sszes koordinatak:

A(zy, mzy), Blazi+p, m(zy+p)], C(za, —may),
D [:Cz +p, —m(zs £ p)]

(p kéttéle elGjeli lehetSséget késbb fogjuk szétvalasztani.) Ezekbdl a sziikséges iranyok iranytényezsi:

AC: m(‘rl +$2) — m/, BD . m(‘rl +I2 +p:|:p) — m//-
T1— T2 T1—T2+pED

Felirjuk az ezekkel B-n és D-n at, ill. A-n és C-n at huzott b, d, a, ill. ¢ parhuzamos egyenes egyenletét, majd abbol a
két tengellyel valoé metszéspontjuk abszcisszajat, ill. ordinatajat:



b: y—m(z1 +p) =m'(z —z1 — p),
d: y+ m(xe £p) =m'(z —z2 Fp),
a: y—mxz =m"(z — 1),
c: y+mazy =m" (x — z3)
X-et metszik rendre Y-t metszik rendre
az alabbi abszcisszéan: az alabbi ordinatan:
2 2
by = z2(21 +P), by = —m'by = — mza(z1 +p)
1+ T2 Ty — T2
c
2 + 2 +
dy = z1(22 p)7 dy = —m/dy = — ma (T2 P);
xr1 + X2 €Tl — T2
 2xi(z2 £ p) B v 2mai(z2 £p)
a=———"-—, a=-maq =—————-""—"—;,
T1+x2+pEp T1—T2+pFp
c
_ 2x(z1 +p) . 2mas(z1+p)
a=—"—"""""", ca=—Mma¢cg=——————"7—7—5"—;
T1+T2+pEkp T1— T2 +DpFpP

Ezek szerint, ha p el6tt a fels6 elGjel érvényes, akkor by = cq, és do = ag, vagyis mind a b, ¢, mind a d, a egyenespar
az Y-tengelyen metszi egymast, ha pedig az alsé elGjel érvényes, akkor by = ¢ és di = a1, vagyis egyenesparjaink
metszéspontjai az X-tengelyen vannak.

A +p esetére vonatkozé allitdsunk nem érvényes, ha x1, xo, mert igy bo, do, as és ca, nevezsje 0. Ez esetben az
allitasnak sincs értelme, mert AC | BD || Y, a kérdéses paralelogramma nem jon létre. Hasonlo elfajulas adodik, ha
—p esetében x1 = —xq, ekkor AC || BD || X.

Makai Endre (Budapest, Eotvos J. g. II. o. t.)
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5. dbra

IV. megoldas. Megmutatjuk, hogy az A-n at BC-vel és C-n at AD-vel huzott parhuzamosok M metszéspontja
az egyik szogfelezén van. Az OA és OC szogszarakkal parhuzamos szakaszoknak tulajdonitsunk pozitiv vagy negativ
elGjelet, amint a szakasz OA-val, ill. OC-vel egyiranyu vagy ellentétes iranyu. Az M ponton &t OC-vel parhuzamos
egyenes messe az OA egyenest az X pontban, az OA-val parhuzamosan huzott egyenes OC-t Y-ban. Ekkor az OBC
és X AM, tovabba az ODA és YCM haromszogek megfelel§ oldalai parhuzamosak, igy a haromszogek hasonlok és
koriiljarasuk is megegyezs, tehat a bettizés sorrendjében a megfelels oldalparok vagy mind egyezd, vagy mind ellentétes
iranytak. Ezért a szogszarakkal parhuzamos oldalak aranyéat felirva, az elGjeles tavolsagokra fennall

o _oc _o¢ . 0D _0A 04,
XA xM oy & vyc YM 0Ox’

felhasznaltuk, hogy az OX MY paralelogrammaban X M és OY, tovabba Y M és OX egy iranyban parhuzamosak. A
torteket eltavolitjuk, az X A és Y C téavolsdgokat OA — OX, ill. OC — OY alakba irjuk:

OB-0Y = (0A—0X)-0C, OD-0X = (0C —O0Y) - OA,

vagy atrendezve
OC-0X +0B-0Y =0A-0C, OD-0OX +0A-0Y =0A-0C.

Vonjuk |e a masodik egyenlGséget az elsgbol:

(OC —OD)-OX + (OB —0A)-0Y =0, vagy DC-OX + AB-0Y =0.



Itt CD és AB egyenl$ hosszuak. Ha az elgbbi OC-vel, az utoébbi O A-val egyiranyu, vagy mindkettd ellentétes iranyu,
akkor a nyert egyenletb6l OX = OY kovetkezik, ha pedig az egyik szakaszpar egyiranyu, a mésik ellentétes irany,
akkor OX = —0Y.
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Azt nyertiik tehat, hogy az OX MY paralelogramma rombusz, s igy OM az XOY szog szogfelezGje. Ez a szog
az AOC sz0g, vagy a csucsszoge, ha az OA és AB, valamint OC és CD egyiranytak, vagy mindkét par ellentétes
iranyd. Ha viszont a két par egyike egyiranyt, a maésika ellentétes irdnyu, akkor az M pont az AOC szbget 180°-ra
kiegészitG cstucsszogpar szogfelezGjén van. Ebbdl az is kovetkezik, hogy ha A és B, tovabba C' és D szerepét egyidejiileg
felcseréljiik, akkor ismét ugyanazon a szogfelezon levé pontot kapunk; masrészt az igy nyert N pont a feladatban leirt
paralelogramma M-mel atellenes csicsa. Az M N 4tl6 tehat valoban az e, f egyenesek egyik szogfelez§jén van.

Megjegyzés: A fenti megoldas azt is adja, hogy ha AB és C'D nem egyenlSk, az M N egyenes akkor is atmegy O-n.
Valoban, akkor is fennall OX/OY = AB/CD, tehat az OX MY paralelogramma alakja csak az AB, CD (iranyitott)
szakaszok aranyatol fiigg. A és B, tovabba C és D egyidejii felcserélésével tehat egy az el6bbihez hasonlo OX'NY’
paralelogrammahoz jutunk, amibél kovetkezik az allitas, ami egyébként az I. megoldasboél is konnyen kiolvashato.



