I. Jeloljiik az a, b, ¢ oldallal szemben fekvs csicsot A-val, B-vel, ill. C-vel és a belgliik kiindulé salyvonalat rendre
Sa, Sb, Sc-vel.

Két kiilonb6z6 oldalhoz tartozoé silyvonal koziil a nagyobbik oldalhoz tartozoé a kisebb. Ha ugyanis pl. a < b, akkor
a C csucs és vele egylitt az s. stlyvonal is az AB szakasz felezd merdlegesének ugyanazon az oldalan van, mint a B
csucs. Ez all az S sulypontra is, tehat
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§Sa =SA>SB= ng, Sa > Sp.
Igy a feltevés szerint s, > s, > s., a stlyvonalak alkotta haromszog tehat csak tgy lehet hasonlé az eredetihez, ha
(1) a:b:c=5.:5: 8q.

Ismeretesel] az oldalak és silyvonalak kézt a kdvetkezd Gsszefiiggések:

(2) 482 = —a® + 20 + 2¢, 4si = 2a% — b* 4+ 2¢2, 45 = 2a% 4+ 2b* — 2.
Az (1)-b6l adddo b : ¢ = sy, : s, ardnypart négyzetre emelve a kovetkezs egyenlGséget kapjuk:
b? _ s? _ 4s? _ 2a? — b? + 2¢2
2 82 482 —a2 4202+ 22

A torteket eltavolitva és b hatvanyai szerint rendezve
2b* + (3c* — a*)b? — 2c3(c* + a?) = 0.
Ez b*-re vonatkozoan masodfokt egyenlet, aminek a diszkriminansa
(3¢? — a2)2 +16¢%(c? + a?) = 25¢* +10a%c? + a* = (5¢% + a2)2
s igy — a b?-re ad6dé megoldasok koziil csak a pozitivot véve —

a? —3c2 +5c% 4+ a? _a2—|—c2
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(3) b =
Ezzel a gyokkel (2) alapjan

3
48% = 3¢, 4s% = §(a2 +¢?) = 3b%, 48% = 3a?,

tehat ez esetben valoban fennall (1). Egyszersmind azt is talaltuk, hogy a stlyvonalakbol képezett haromszog \/g/ 2
ardnyu kicsinyitettje az eredetinek.

Most méar (3) alapjan a = 47 és b = 65-tel ¢ = 79, és ezek lehetnek egy haromszog oldalai.

II. A (3)-at és az a < b < c feltételt teljesits, legkisebb pozitiv egész szdmharmas: a = 1, b = 5, ¢ = 7 — ugyanis
b helyén 1, 2, 3, 4-gyel 2b* nem bonthato6 fel két kiilonboz6 termeészetes szam négyezetének sszegére —, ezek azonban
nem lehetnek egy haromszog oldalai. Tovabbi probalgatéassal nyerjiik elsének a 7, 13, 17 szdmharmast, amelybél mar
szerkeszthetd haromszog.
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Megjegyzések. 1. A stlyvonalakra nyert nagysagviszonyok érvényben maradnak, ha a feltétel helyett a < b < ¢-bol
indulunk ki. Mindkét nagységviszonyban egyenlGséget véve (3) teljesiil, de kozvetleniil is belatjuk, hogy a szabalyos
haromszog silyvonalaibél szerkesztett haromszog szabalyos, és hogy az oldalak aranya \/§/ 2.

2. A (3) egyenlGséget atrendezve
c+b b-a
b+a c—b
Ha a, b, ¢ egész, akkor e tortek értéke raciondlis szam és 1-nél nagyobb, mert ¢ > a, s igy c+b > b+ a. A tort
legegyszertibb alakjaban a szamlalot és nevez6t u, v-vel jeldlve u > v és u, v relativ primek,

(c+b)v=(b+a)y, (b—a)v=(c—Db)u.

-2 =1v* —d?, vagy

A két egyenletbdl a-t, ill. c-t kikiiszobolve a marado két oldal ardanyéra

b u? 4 v2 b u? + 0?2
¢ u? 4 2uv—v?’ a  —uZ+ 2uv + 02
adodik. Igy
a=2uv —u? + v?, b=u?+0?, ¢ =2uv 4+ u? —v?

egész megoldasa a feladatnak és kozos oszto nélkiili egészek, ha u és v koziil egyik paros, méasik paratlan.
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