I. megoldas. Jeloljiik az a, b, ¢ hossziségu oldalakkal szemkozti csucsokat A, B, C-vel, az ezeknél fekvs szogeket
a, B, v-val, az oldalak felez6 pontjait Ay, By, Ci-gyel, a tq, tp, t. szakaszok masik végpontjat D, F, F-fel. A kozelebb
van B-hez, mint C-hez (mert ¢ < b), ezért BC felez6 merdlegesének arra az oldalara esik, mint B, tehat a felezs
merdleges az AC szakaszt metszi, vagyis D az AC oldalon van. Hasonléan a = BC' > AC =bésa=BC > BA=c
kovetkeztében E és F' az a hosszusagi BC oldalon van.
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1. dbra

Aty = A1D és t, = B1F szakaszok az A1CD és BiCFE derékszogli haromszogek kozos v szogével szemben levs
befogok. A két haromszog hasonld, és mivel a v sz0g melletti befogokra

CA, Za/2>b/2:CBl,

igy a maésik befogé parra t, > ¢, all fenn.

Hutzzunk t, és t. 6sszehasonlitdsara A-bol parhuzamost ezekkel, messék a parhuzamosok a BC egyenest az E’ ill. F’
pontban. Ekkor B1E az ACE' haromszog kozépvonala, C1 F az ABF'-¢, igy AE' = 2B E = 2t,, AF' = 2CF = 2t..
Megmutatjuk, hogy az AE'F’ haromszdogben E’-nél nagyobb szdg van, mint F’-nél. Ebb6l mar kévetkezik, hogy
2t, = AF' > AE' = 2ty, t. > t, vagyis a feladat allitadsdban szerepl masodik egyenl6tlenség.

¢ 2. dbra

Az ACE' és ABF' derékszogii haromszogekbol
o=AE'C<=90° -, 1 = AF'B< =90° — 3,

mivel tovabba a > b > ¢-b6l kovetkezik, hogy 3, v hegyesszogek és 8 > =, igy ¢ > 1. A szakaszokra vonatkozo
egyenl6tlenség tehét igazolast nyer, ha belatjuk, hogy az AE'F’ haromszég E'-nél és F'-nél levs szogei ¢ és ¢ (és
egyik esetben sem a 180°-ra kiegészits szog). Ehhez meg kell még mutatnunk, hogy E’-t61 C és F’ egy iranyban van,
F'-t6] pedig B és E'. Hegyesszogii haromszog esetében ez vilagos, mert E' a BC oldal B-n tili meghosszabbitésara,
esik, I/ pedig az oldal C-n tuli meghosszabbitasara. Ha BAC tompaszdg, akkor AE’ ennek a szogtartomanynak a
belsejében halad, AB-vel hegyesszoget zar be, igy az AB-re meréleges AF' a CAE' szogtartomany belsejében halad,
tehat a BC egyenessel valo F’ metszéspontja £’ és C kozé esik. Ezzel az egyenl6tlenségek bizonyitasat befejeztiik.
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Huzzuk meg a haromszog A-bol indulo AT = m magassagat. Mivel a a haromszog legnagyobb oldala, T az
oldal belsé pontja. A keletkezd ACT haromszog hasonlé DCA;-hez, az ABT héaromszog pedig F BCi-hez, mivel a
haromszogek derékszogiiek és C-nél, ill. B-nél kozos szogiik van.

Alkalmazva Pythagorasz tételét az ABT és ACT haromszogekre

2 =m? + BT?, b2 =m? +CT?,



a két egyenlet kiilonbségeét képezve
b> —c? =CT? - BT? = (CT + BT)(CT — BT) = a(CT — BT).

Az ACT és DCA; haromszog hasonlosagabol

AT m a m
CT = AlDCAl = St é¢s CT — BT =2CT —a= Ea—a,
igy
(1) b2—c2—a<?—a).
Hasonléan az ABT és F'BC; haromszogek hasonlosagabol
AT m c me
BT = FC’chl = Eﬁ, és CT—BT—a—2BT—a—Z,
igy
(2) b2—c2—a(a—$).

Ha fennall, t, = t., akkor

=CT+TB=—+—=—
¢ * 2ty T a0t

és igy

m  2a

ta a+c
Ezt (1)-be helyettesitve

2 2 2 _
(3) b2—c2=a( a _a):7a(a C),

a+c a—+c
vagy a tortet eltavolitva és O-ra redukalva
4) a® —a’c—a(b?® — ) —c(b* — %) = 0.

Ha van olyan haromszog adott b és ¢ (b > ¢ > 0) mellett, amelyben két oldal b és ¢ hosszisaga, a harmadik hossza
ezeknél nagyobb, és t, = t., akkor van olyan a érték b és b + ¢ kozt, amelyre (4) teljestil.

Megforditva: ha teljesiil (4) egy b és b+ ¢ kozti a értékre, akkor egyrészt a + ¢ > 0, és igy teljesiil (3) is.

Maésrészt minden haromszogre teljesiil (1) és (2). Ezek és (3) osszehasonlitdsabol egyrészt

ma 2a2 m 2a
- —a= —a, T = )
ta a+c ta a-+c
masrészt
me  ala—c) m 1 a(a —¢) 2a
a— — = = — a — = y
te a+c te c a+c a+c
tehat ¢, = t..

Azt kell tehat beldtnunk, hogy az

polinomnak van b és b + ¢ kozeé es gydke.
Irjunk az egyenlet bal oldalan x helyére el6bb b-t, majd b+ c-t:

f(b) = —2b%c+bc? + & = —c(b—c)(2b+¢) < 0,
fb4+¢)=2¢%b+c) >0,

ellentett eljeltiek. Ezek szerint adott pozitiv b, c értékek és b > c esetén van olyan a szdm, amelyre
b<a<b+e,

mésrészt f(a) = 0. Igy az a, b, c oldalak haromszoget adnak, és abban ¢, = t;, mert a végzett szamitas visszafordithato.



Az egyenlétlenségek bizonyitasa Dobd Ferenc (Budapest, 1. Istvan g. IV. o. t.) dolgozatabol.

II. megoldas. A szogek fenti jeloléseivel a megfelel¢ derékszogi haromszogekbsl

a b c
(5) te = 5 tg7, ty = = tg", te=3tgb.

S 2
Igy az a/2 > b/2 egyenlStlenséget a pozitiv tgy-val szorozva t, > t.
Masrészt v < 8 < 90° miatt cosy > cos 8 > 0, és
1 1

0< .
cosy cosf

Ezt a szinusz tételbsl adodo, pozitiv tagokbol allé

bsiny  csinf
2 2

egyenldséggel szorozva t, < t. adédik.
A t, = t. kovetelménybdl a szogfiiggvényeket az oldalakkal kifejezve egyenletet kapunk a-ra.

by = siny  2absiny 4t &
gFy_cosw_c12—|—l)2—c2 A 4+b2—¢2

4t
tgf=—

ezért behelyettesitéssel és a szokasos rendezési lépésekkel:

a C

P+ a2+
a® —ca® — (b* — c*)a — (b* — e =0.

(A nevezok egyike sem 0, mert csak a b és c-nél nagyobb a értékekre szoritkozunk.) Ezzel ismét az I. megoldas (4)
egyenletére jutottunk.

Az egyenlétlenségek bizonyitasa Csirik Janos (Oroshaza, Téancsics M. g. III. o. t.) dolgozatabol.

Megjegyzés. A dolgozatok a t, = t. kovetelménybdl az (5) kifejezésekkel és a szinusz—tétel alkalmazasaval levezették
az

(6) a=1b

cosy

cos f3

Osszefliggest, és ebbol kovetkeztettek egy a b-nél nagyobb a létezésére, a cosy > cos B(> 0) egyenl6tlenség felhasznéla-
saval. Ez nem helyes, mert burkoltan felhasznaltak a bizonyitandé allitast. v-rol és 8-rol csak akkor beszélhetiink, ha
mér tudjuk, hogy létezik olyan a, amely b-vel és c-vel egyiitt haromszoget alkot és abban t, = t.. Még vilagosabban:
b, B és v(< B) megadasaval a haromszog méar meg van hatarozva, és nem biztos, hogy teljesiil (6).



