Fejezziik ki (1) és (2)-b6l x-et és y-t a, b, ¢, és z-vel. Az z-re és y-ra igy adodo kifejezéseket (3)-ba helyettesitve a
keletkezs egyenletet megoldjuk z-re. (1)-et b-vel, (2)-t (a — b)-vel szorozva, kivonassal y kiesik:

(4) [ab + (a — b)*)z = b[a® + (b — ¢)*] + (b — a)[b® + (c — a)°]+
+(2bc — ac — b?)z;
(1)-et (a — b)-vel, (2)-t a-val szorozva és Gsszeadva x kiesik:

(5) [(a—b)* +ably = (a —b)[a® + (b—¢)*] + ab® + (c — a)*]+
+(2ac — a® — be)z.

Szorozzuk mostmar (3)-at [ab+ (a — )] = (a® — ab + b®)-nel és a bal oldal els6 két szorzataba irjuk be (4) és (5)
jobb oldalat. Az igy ad6do, z-re elssfokt egyenlet rendezése és Gsszevonas utan z egyiitthatoja a bal oldalon

(6) E = (¢ — a)(2bc — ac — b*) + (c — b)(2ac — a® — be)+
+clab+ (a — b)*] = a®b+ a®c + b*a + b%c + Pa + b — Sabe.
A z-t nem tartalmazo tagokat a jobb oldalra gytijtjiik. Vegyiik észre, hogy (1)—(3) jobb oldalai kifejtés utan, a®+b*+c* =

S jeloléssel igy irhatok
S — 2be, S — 2ac, S — 2ab.

Valasszuk kiilon ezért a jobb oldalnak S-et tartalmazo tagjait. S szorzdja:
[ab+ (a = b)*] = (¢ = a)b+ (b= a)] = (¢ = b)[(a — b) +a] =
= 3ab — ac — bc.
A t6bbi tagokbol allé polinomot rendezziik ¢ csokkend hatvanyai szerint:
T = —2ablab + (a — b)?] + 2bc[b(c — a) + (a — b)(c — b)]+
+2ac[(b—a)(c—a) +alc=b)] =
= 4abc® + (2a® — 4a”b — 4ab® + 2b)c — 2ab(a® — ab + b?).

Ezek szerint az egész jobb oldal, ¢ szerint rendezve
J = S(3ab— ac —bec) + T = —(a+ b)c* + Tabc*+
+(a® — 5a%b — 5ab* + b%)c + ab(a® + 2ab + b?).
Igy az Ez = J egyenletb6l z = J/E. A két polinom osztésa céljara F-t is ¢ hatvanyai szerint rendezziik:

E = (a+b)c? + (a® — 5ab+ b*)c + ab(a + b), igy
z=—c+a+b.

Ezt a kifejezést (4)-be és (5)-be helyettesitve z-re, ill. y-ra kapunk els6foku egyenletet. (4) jobb oldalat célszerti a
hatvanyai szerint rendezni:

b4 (b —a)]S — 2b%c — 2ac(b — a) + (2bc —ac — b*)(a +b—c) =
= —a® + (20 + c)a® — (2% 4+ be)a + (b* + b?c).
Ezt az ab+ (a — b)® = a® — ab + b? egyiitthatoval osztva
r=—-a+b+c,

és hasonloan
y=—-b+a+c

Ezek szerint, ha egyik kifejezés sem tiinik el, amivel osztottunk, akkor az egyenletrendszer megoldésa csak a
kovetkez6 lehet:

(7) r=b+c—a, y=c+a—b, z=a+b—c

A behelyettesités mutatja, hogy e kifejezések a rendszert minden esetben kielégitik.
Megadunk az a, b, ¢ értékharmasokra egy elegendd feltételt, melynek teljesiilése esetén (7) az adott rendszernek
egyetlen megoldésa.



Az x és y meghatarozasanal felléps oszto:
2
1 3
2 2 2
—ab+b° = —=b] +-b
“-a (a 2 ) 4

pozitiv, kivéve ha b = 0 és a = b/2 = 0. Utobbi esetben az egyenletrendszer hatarozatlanna valik. (Belsle z = —c,
x 4+ y = c adodik, ha ¢ # 0, ha pedig ¢ is 0, akkor harom 0 = 0 egyenlet, amely nem tartalmazza az ismeretleneket,
és igy minden z, y, z értékharmas mellett teljesiil.) Hasonl6 a helyzet, ha a, b, ¢ koziil barmelyik méasik kett& lesz 0.
Ha viszont a harom paraméter koziil legfeljebb egyik 0, akkor = és y egyértelmien van meghatarozva, feltéve, hogy z
egyértelmt, ami viszont fennall, ha a (6) alatti F kifejezés nem 0.

Anélkiil, hogy megkeresnénk az Osszes olyan a, b, ¢ szdmharmast, amelyre E # 0, megmutatjuk, hogy ez mindig
teljesiil, ha a, b, ¢ nem negativok és legfeljebb egyikiik 0. Valoban

E = a?b+ a%c + ab?® + ac® + b%c + be? — babe =
= a%c — 2abc + b2c + ab® — 2abe + ac® + a’b — 2abe + b + abe =
=(a—0b)’c+ (b—c)’a+ (c—a)’b+ abe,

itt egyik tag som negativ, ha a, b, ¢ nem negativ, és ha mindharom szam pozitiv, akkor a kifejezés utolso6 tagja pozitiv,
ha pedig pl. ¢ =0, de a # 0, b # 0, akkor a masodik és harmadik tag pozitiv.
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