I. megoldas. Legyen az y = ax® parabola (a # 0) négy kiilonbdzé pontja A(x1, ax?), B(wa, ax3), C(zs, ar3),
D(z4, ax?). Ttt z1, T2, T3, T4 kiilonbozok, mert pl. ;1 = x2-b6l A és B azonossaga kovetkeznék, a feltevéssel ellentétben.
Tegyiik fel, hogy A, B, C, D egy paralelogramma csucsai, azaz AB || CD, és AD || BC. Eszerint az 0sszekots egyenesek
irAnytényez6inek megegyezésébdl:

1) ard —ax? axi—ari |, arf—ax? azr}— axd
= es =
T2 — T1 Tg — T3 Tg — X1 T3 — X2

(Itt mindegyik tort nevezGje 0-tol kiilonbozs.) Az (1) egyenlGségek kiemeléssel, szorzatta alakitassal és egyszertsité-
sekkel igy alakulnak:
a(eh—2D) _ ales + o)z — o)

T2 — 1 T2 — T1

= a(xy + 21) = a(z4 + z3),
tehat
To +x1 =24 + 23, ésugyanigy x4+ x1 =23+ T2,

ezekbdl pedig a megfelels oldalak Gsszeadéaséaval és rendezéssel z1 = x3 adodik, feltevésiinkkel ellentétben. Ezért az (1)
egyenlGségek egyidejiien nem allhatnak fenn, A, B, C, D nem alkothat paralelogrammat.

Meészdros Gyiérgy (Budapest, Piarista g. IIL. o. t.)
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II. megoldas. Tegyiik fel, hogy a p parabolaba beirt ABC D négyszog paralelogramma, és tiikrozziik dbrankat a
négyszog K kozéppontjara. Ekkor A, B, C, D rendre C, D, A, B-be megy at, p pedig egy p’ parabolaba. Igy a p és p’
paraboldknak legalabb 4 kiilonb6z6 kozos pontjuk van; masrészt tengelyeik parhuzamosak, mert a tiikrézés p tengelyét
egy vele parhuzamos egyenesbe viszi at. Ha p egyenlete y = az?, a K pont koordinatai (o, B), akkor p’ csicsa (2,
203), tengelye az © = 2« egyenes, és egyenlete y — 28 = —a(x — 2a)2.

Marmost p és p’ kozds pontjait keresve ezek abszcisszait az egyenleteikbél y kikiiszobolésével adodo

az? = —a(x — 20)° + 28

egyenletb6l kapjuk. Ez méasodfoku, tehat p-nek és p’-nek legfeljebb két abszcisszén lehet kozos pontja. Masrészt p és
p’ egyenlete szerint minden z-hez csak egy y érték tartozik, igy p és p’ kozds pontjainak a szdma legfeljebb 2.

Ellentmondasra jutottunk fenti megallapitdsunkkal, tehat feltevésiink hibas, a parabolaba nem irhat6 paralelog-
ramma.

Kaszonyi Laszlé (Szombathely, Nagy Lajos g. IV. o. t.)

III. megoldas. Bebizonyitjuk, hogy véve egy parabolanak egy adott irdnnyal parhuzamos hurjait, ezek felezs-
pontjai egy a parabola tengelyével parhuzamos egyenesen vannak rajta. Mas széval: ha egy a p parabolaba beirt
ABCD négyszog AB és C'D oldalai parhuzamosak, akkor ezen oldalak felez6pontjat G, ill. H-val jelolve a GH egyenes
parhuzamos p-nek a tengelyével.

Ebbdl méar kovetkezik a bizonyitandé allitas. Ha ugyanis ABC D paralelogramma volna, akkor az AB és C'D oldalak
felez6pontjait Osszek6t6 szakasz is, a BC' és DA oldalak felez6pontjait 0sszek6t6 szakasz is parhuzamos volna a-val,
holott ez a két szakasz metszi egymast a paralelogramma kozéppontjaban.



2. dbra

Legyen az A, B, G pontok vetiilete a d vezéregyenesen rendre A’, B’, G', az A-ban és B-ben p-hez htizott érintd
t1 ill. £o, metszéspontjuk M. Jeloljiik a parabola gydjtopontjat F-fel. Ismeretes, hogy t; merélegesen felezi F'A’-t, és
hasonléan to az FB'-t, igy M az A’ B'F haromszog koré irt kor kézéppontja. Ezen atmegy a GG’ = g egyenes is, ugyanis
ABB’ A’ trapézban GG’ kozépvonal, ezért G'-ben merélegesen felezi A’ B’-t. g paArhuzamos a-val, igy azt kaptuk, hogy
a parabola egy hurjinak felezépontjan dt a tengellyel parhuzamosan hizott egyenes dtmegy a hir végpontjaiban hiuzott
érinték metszéspontjan.

Legyen p-nek g-n levé pontja E, az ebben huzott érint6 ¢, és messe ez ti-et N-ben, to-t P-ben. A parabola
imént talalt tulajdonsagat az FA, ill. EB hurra alkalmazva kapjuk, hogy N felezi M A-t, ugyanigy P felezi M B-t,
hiszen pl. N rajta van az AFE felez6pontjan at a-val parhuzamosan huzott egyenesen, ami az AM E haromszognek
M E-vel parhuzamos kozépvonala. Eszerint pedig NP az ABM haromszog AB-vel parhuzamos kézépvonala, vagyis ¢
parhuzamos AB-vel. Ezzel azt kaptuk, hogy a parabola egy hirjinak felezépontjdn dt a tengellyel pirhuzamosan hizott
egyenes dtmegy a hurral pdrhuzamos érintd érintési pontjdan.

Eredményiink szerint a CD hur H felez6pontjan at a tengellyel parhuzamosan hizott egyenes ugyancsak dtmegy
E-n, tehat azonos g-vel. Ezzel a bevezetésiil kimondott allitast bebizonyitottuk, abbol pedig — mint lattuk — kovetkezik,
hogy az ABC' D négyszog nem lehet paralelogramma.

Megjegyzés. A felhasznélt segédtételt a koordindtageometria modszereivel is megkaphatjuk. Legyen a parabola
egyenlete y = ax?, a parhuzamos hirok kozos iranytangense m. Ekkor egy hir egyenese y = ma + b, és a har két
végpontjanak abszcisszait a két egyenletbdl y kikiiszobolésével adodo axz? — ma — b = 0 egyenlet gyokei szolgaltatjak.
Ha ezen abszcisszak x; és xo, akkor a felez6pont xy abszcisszdja a masodfoki egyenlet gyokei és egyiitthatoi kozotti,
ismert Osszefiiggés alapjan
T1+x2 m

2 24’
fliggetlen b-t6l, és valtozatlan m mellett allandé, tehat minden m irdnyd har felezépontja egy az Y-tengellyel, a parabola
tengelyével, parhuzamos egyenesen van rajta. — Ha a fenti masodfoku egyenlet diszkriminansa eltiinik: m? + 4ab = 0,
akkor x1 = x9, és az innen ad6do b = —m2/4a értékkel az y = mx — m2/4a egyenes a parabola érintGje, az érintési
pontra is teljesiil x1 = x2 = xp.
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