a) Azon, hogy egy t egyenes és egy G gomb érintik egymast a T pontban, azt értjiik, hogy t-nek és G-nek egyetlen
kozos pontja T'. Barmely a t-n atmend S sik G-bél egy k kort metsz ki — kivéve a T-hez tartozo gombsugérra meréleges
sikot, G-nek T-beli érintésikjat, amelynek G-vel egyetlen kozos pontja 7. Minden ilyen k kor és t ugyancsak érintik
egymast T-ben. Valoban, T kozos pontja t-nek és k-nak, de tobb kdzos pontjuk nincs, mert ha volna, ez t-nek és G-nek
is kozos pontja volna.

Legyen G1 az SABC = N tetraéder valamennyi élét érinté 6t gomb egyike, legyen az érintési pont az AB, BC,
CA, SA, SB,ill. SC élen rendre D, E, F', H, J,ill. K, legyen tovabba G1-nek az ABC, SAB, SBC, SC' A lappal val6
metszésvonala rendre a kg, k¢, kq, ill. kp kor. Ezek valéban korok — mert pl. ks dtmegy a D, E, F pontokon, ezek pedig
nem eshetnek egybe, mert nincs az AB, BC, C A egyeneseknek kozos pontjuk. Igy a 4 kor rendre érinti az ABC, az
SAB, az SBC, ill. az SC A haromszog oldalegyeneseit, és ezért rendre azonos a megfelel6 haromszogbe beirt korrel,
vagy valamelyik hozzairt (kils6 érint6) korrel. Ismeretes, hogy a beirt kor mindegyik oldalegyenest az oldalszakaszon
érinti (mind a harom érintési pont belss), a 3 hozzairt kor pedig az oldalegyenesek egyikét az oldalszakaszon érinti, a
tovabbi kettét pedig az elébbi szakasz végpontjain tuli félegyenesiikon (1 belss és 2 kiils6 érintési pont).

1. dbra

Vegyiik sorra a korok beirt, ill. hozzairt voltara lehetséges kombinaciokat. Tegyiik fel, hogy ks az ABC haromszog-
ben beirt kor — vagyis D, E, F' a megfelel6 oldalszakaszon van —, és legyen H az S A szakasz A-n tuli meghosszabbitasin
(1. abra). Igy k. az SAB haromszég AB oldalédhoz, k, pedig az SAC haromszég AC oldalahoz hozzéirt kiilss érinté
kor, ezért J az SB él B-n tili, K pedig az SC-nek C-n tuli meghosszabbitasdn van, tehat k, ugyancsak hozzairt
kor, vagyis G1 az N lapjaibol 1 bels6 és 3 hozzéirt kort metsz ki. — Tovabbi 3 ilyen gomb (Gs, Gs, G4) ugy adodik,
ha rendre k,-t, kp-t, k.-t vessziik beirt kornek, és egy tovabbi érintési pontot egy él meghosszabbitasan valasztunk.
— Ha pedig ks ismét beirt kor és H az S A szakasz pontja (2. dbra), akkor k. és k; is beirt kor, és igy k, is, ez a Gp
gébmb N minden lapjabol beirt kort metsz ki. — Nem lehet mind a négy kor hozzairt kor, mert ha abbdl indulunk ki,
hogy k, az SBC héaromszognek pl. a BC oldalahoz hozzéirt kore (1. abra), akkor F a BC szakaszon van, J és K
pedig BC-nek S-sel ellentétes oldalan, ezért k, mér csak az AC oldalhoz, k. pedig csak az AB-hez hozzairt kor lehet,
viszont F az AC, D az AB szakaszon van, ezért ks beirt kor. Nincs tehat 5-nél tobb lehetGség az Gsszes éleket — vagy
meghosszabbitasukat — érint6 gdémbre.

Megmutatjuk, hogy ha mind az 5 gomb létezik, akkor N Osszes élei egyenlSk; igy N lapjai szabalyos haromszogek
és N szabalyos tetraéder. A korhoz kiilsé pontbél huzott érintGszakaszok egyenlsége alapjan N egyes cstcsaiba befuto
3 élegyenesen az érintési szakaszokra fennall:

(1) SH =SJ=SK, AD=AF = AH,
BD=BE=BJ, CE=CF=CK.

Ezek alapjan barmelyik él hossza kifejezhet6 méas harom él hosszaval, és a négy él kozott Osszefiiggést kapunk. G1-bél
(1. abra)

AB = AD + DB = AF + JB = (AC — CF) + (SJ — SB) =
— AC — SB + (SK — CK) = AC — SB + SC,



tehat

(2a) AB —SC = AC — SB,
és hasonloan (AF helyett AH-val, JB helyett EB-vel kezdve)

(2b) AB — SC = BC — SA.

A (2), (3) egyenlGség—par G létezésének sziikséges feltétele. A beirt kort tartalmazo ABC' lapot alaplapnak, N
tobbi lapjait oldallapnak véve ezt kaptuk: kiilsd élérintd gomb létezéséhez sziikséges, hogy barmelyik oldalélt a szemben
fekvd alapélbdl kivonva ugyanaz a kilonbség adidjék. Legyen réviden BC = a, CA=0b, AB =c¢, SA = a1, SB = by,
SC = c1, ekkor (2a) és (2b) igy alakul:

(2) a—alzb—blzc—cl.

2. dbra

Az SBC lapbdl k, beirt kort, a tébbiekbdl hozzairt kort kimetsz6 Go gdmb esetében az alapélek a, by és ¢1, ezért
(2)-bél

(3) a—a;=b;—b=c —ec.
Ezt (2)-vel egybevetve G és Go egyideji létezésének feltétele b — by = 0, vagyis
(4) a=a1, b=b, c=c1.

G3 és G4 létesését (Gh és Go mellett) feltételezve mar nem kapunk ujabb feltételeket.
G5 létezésebdl (2. abra)

AB=AD+DB=AF+BJ=AC—-CF+SB—-JS =
=AC+SB—-(CK+KS)=AC+ SB - SC,

tehat AB + SC = AC + SB, és hasonléan AB + SC = BC + S A, 6sszefoglalva
(5) a+a1=b+by=c+cy.

(4) és (5) szerint mar G1, G és G5 létezésébdl kovetkezik az Osszes élek egyenl@sége, amit bizonyitani akartunk.

b) Legyen most N egy szabalyos tetraéder. A kozéje irt gébmb O kézéppontja minden oldaléltél egyenls tavol van,
mert az SO tengely koriil 120°-kal elforgatva N énmagaba megy at, és igy O és az SO egyenes minden pontja egyenld
tavol van az a, b, ¢ élektdl, masrészt az ay, by, ¢1 élektol is. Mivel az AO tengely koriili 120°-os forgés is 6nmagaba
viszi at N-et, ezért O az a és by éltdl is egyenls tavol van, tehat mind a 6 éltsl, a fenti G5 létezik.

Ha talalunk SO-n még egy pontot, amely a-t6l és b1-t6l egyenls tavol van, az is egy kivant gombnek (sziikségképpen
egy kiils§ élérinté gombnek) a kozéppontja. — Az SBC héaromszég BC oldaldhoz hozzairt k, kor BC-t ennek F
felez6pontjaban érinti, SB-n levs érintési pontja legyen J, kozéppontja O*. O* az SE egyenesen van, mert SBC
egyenl6 oldalt haromszog. SE benne van N-nek OSA szimmetriasikjaban, amely mer6leges az SBC lapra. Igy az
O*-ban SBC-re allitott meréleges is benne van az OSA sikban, tehat metszi az SO tengelyt egy O; pontban. Erre
nézve O1F és O1J egyenl6k, mert atfogok az O10*FE és O10*J derékszogi haromszogekben, amelyekben az O;0*
befogb kozos, és az O*E, O*J befogok egyenlsk. O, FE adja O1-nek a-tol valo tavolsagat, mert BC merdleges az O;-et



tartalmazo OSA szimmetriasikra; O;J pedig O1-nek b1-t6l valo tavolsagat, mert SB a J-ben érinti k,-t, igy az O
koriil Oy J sugarral irt G gdmbot is, amely tartalmazza kq-t.

01-bdl a szabéalyos tetraéder szimmetridival az AO, BO, CO tengelyeken kapjuk a tovabbi G, G3, G4 élérinté
gémbok kozéppontjat. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. A b) részben G5 létezésébsl Gy letezését igy is belathatjuk: Vegyilik a G altal az S-ben 6sszefuto
lapsikokbol kimetszett korokhoz az AB, BC, C A egyenessel parhuzamos érint6t (2. abra). Ezek a szimmetria miatt
az SA, SB, SC éleket paronként egybeesd pontokban metszik. Ezek és S egy szabalyos tetraéder csucsai, ennek élei
érintik G5-6t, éspedig 3 az élszakaszon, 3 a meghosszabbitason.

Szidarovszky Ferenc (Budapest, Fazekas M. gyak. g. IV. o. t.)

2. Lattuk, hogy G1, G2 és G5 létezése — vagyis két kiils6 és egy belsé élérinté gomb — mér biztositja, hogy N
csak szabalyos lehet. Kérdezhetjiik: elég-e harom kiils§ élérinté gomb létezése a szabalyossag biztositasahoz, lehet-e
sztikiteni a feltevést?

Konnyt belatni, hogy nem lehet. kp-t beirt kornek, a tobbi harmat hozzéirt kérnek véve (2)-bdl a feltétel a3 —a =
b— b1 = c1 — c és ez (4) miatt teljesiil, ekkor létezik G is. (4) viszont akkor is teljesiil, ha a, b, ¢ egy nem szabalyos
haromszog oldalai, és a szemben fekvs oldalélek hossza rendre ugyancsak a, b, c. Ilyen tetraéderben létezik 4 kiils
élérinté gémb, ellenben nem létezik belsé élérinté gémb, mert (5) nem teljesiil. (A mondott tulajdonsagu tetraéder
letezik, ha a, b, ¢ hegyesszogli haromszoget hataroznak meg. Ezt a tobb érdekes tulajdonsaggal bird négylapot a
kristalytanban szfenoidnak nevezik.)

3. Hasonloéan nyerjiik (2) és (5) egybevetésébdl, hogy egy belss és egy kiils6 élérints gomb létezése esetén a tetraéder
szabalyos haromoldala gula: a =b=cés a; = b; =c;.



