Legyenek az ABC' derékszogi haromszog AB atfogojanak harmadold pontjai Cy és Cs, ugy, hogy AC; = C1Cy =
Cs B, ezek vetiilete az AC befogén By, By végil BC = a, CA = b, AB = c. Nyilvanvalo, hogy AB; = B1Bs = BoC =
b/3, C1B1 = a/3, CoBs = 2a/3 igy a CC1 By és CCqyBs derékszogl haromszogekhsl

(1) CCy +CCy = %\/a2 +4b2 + %\/4@2 +02=q.

Ebbdl eltavolitjuk a négyzetgyokoket. Négyzetre emeléssel

5a% + 50 + 24/(a2 + 4b2)(4a2 + b2) = 9¢°,
atrendezéssel és Gjabb négyzetre emeléssel

16(a* + b*) + 68a%b* = 81¢* — 90¢*(a* + b*) + 25(a* + b*) + 50a0?,
(2) at +b* — 2420 —10¢%(a® + b?) + 9¢* = 0.

Itt az els6 harom tag a® — b?-nek a négyzete, ami
(3) a+b=p
felhasznalaséaval igy alakithato at:
at +b* — 2a2p* = (a® — b2)2 = (a+b)*(a—b)?*=
= p?(a® + b? — 2ab) = p? | (a + b)* — 4ab} = p* — 4p?ab.
Ezt (2)-be helyettesitve és a negyedik tagban a? + b® helyébe (3) alapjan p? — 2ab-t irva ab-re nyeriink elsGfoku

egyenletet:
p* — 4pPab + 20¢%ab — 10p3¢® + 9¢* = 0.

Innen

Pt —10p%¢* +9¢* _ (0* — )(P? — 9¢%)
4(p? - 54¢2) 4(p? —5¢%)

4) ab =
és a keresett atfogora (3) alapjan

2 _ 22\ (p2 — 942
62=a2+b2:(a+b)2—2ab:p2—(p )P q):

2(p* - 5¢%)
2p* — 10¢%p? — p* + 10p%¢% — 9¢*
a 2(p? — 5¢°) ’
4 9 4
(5) F=
2(p? - 5¢)

Ha ez az érték pozitiv, ennek a pozitiv négyzetgyoke lehet csak az atfogo hossza. Miutan azonban a (2) egyenlethez
kétszeri négyzetre emelés utjan jutottunk, lehetséges, hogy ezt olyan a, b értékek is kielégitik, amelyek (1)-et nem
elégitik ki. Meg kell tehat vizsgalnunk, milyen p, ¢ értékekre van (3), (4)-et kielégits pozitiv valos a és b, és teljesiil-e
azokra (1) is.



A (3), (4) Osszefiiggések alapjan a és b a
(r* — ¢*)(r* — 9¢%)
A(p® — 5¢°)

egyenlet két gytke. Ennek akkor és csak akkor van (valés) gyoke, ha diszkrimindnsa nem negativ:

) - »* —*)(* —9¢%) _ ¢?(5p* — 9¢°)
(p® — 5¢°) p® — 5¢?

=0

(6) 2 —pt +

v

0.

A kovetkezsk allapithatok meg p és ¢ nagysagviszonyarél: A CCy By és CCs Bo derékszogl haromszogekbdl egyrészt

2b 2 b
CC, < CBy + BiC) = ‘“; . ugyanigy CC < “;r ,
és ezekbdl Osszeadassal
(8) g<a+b=np.
Masrészt 9% b )
CCL>CBl =2, CC>CBi=2%  CC>2  CC>=2
3 3 3 3
Osszeadéasaval
(9) 2¢>a+b=p.

Ha ezek teljesiilnek, (7) nevezGje (9) szerint negativ, tehat szamlaloja nem lehet pozitiv:

(10) 5p° —9¢° <0,  p=qV/9/5=qy/18

Ez a (9)-belinél kisebb fels6 korlatot szab meg a p/q hanyadosra.

Ezek mellett a feltételek mellett az a-ra és b-re adodé értékek akkor pozitivak — mivel Gsszegiik, p, pozitiv —, ha
szorzatuk, (4) jobb oldala is pozitiv. Ez azonban teljesiil, mert a szamlalo els6 tényezGje (8) szerint pozitiv, a méasodik
tényezs és a nevezd (10) szerint negativ. Ekkor a c?-re nyert érték, mint két pozitiv érték négyzetének dsszege, pozitiv
(ami a nyert kifejezésrol kozvetleniil is belathato). Ezek szerint akkor kapunk megoldést, ha

q<p<qy18.

(Latjuk, hogy nem lett volna elég a c¢?-re kapott kifejezés pozitiv voltat elirnunk. Abbol ugyanis (8)-ra tekintettel
p < q\/§ adodneék, és igy lehetséges volna, hogy ¢ pozitiv, viszont a és b nem valosak.)

Pernek Tibor (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. IV. o. t.)

Megjegyzés. Az (5) eredményhez koordinata-geometriai meggondolassal is eljuthatunk. Vegyiik X-tengelynek az

AB egyenest, origonak az AB szakasz felez6pontjat, igy A, C1, Co, B abszcisszdja rendre —c/2, —c/6, ¢/6, ¢/2. A

keresett c-re abbol kapunk egyenletet, hogy a derékszog C csicsa harom vonalon van rajta: az origo koriil ¢/2 sugarral

irt (Thalész-) koron, azon az ellipszisen, amelynek fokusza Cy és Ca, nagy tengelye ¢, és azon is, amelyiknek A és B a
fokusza, nagy tengelye p. Igy az ellipszisek kis tengelye fele hosszanak négyzete

G- v GG

Az ellipszisek

902 — 2 2 20902 — 2 2_ 2 2 20,2 _ .2
q cszr(J_yz:q(q 0)7 a1 P cx2+29_y2:p(p )
36 4 144 4 4 16
egyenletébdl z2-et és y*-et kifejezve, majd a Thalész-kor
2
2,,2-_%
Tty = 1

egyenletébe helyettesitve c-re (hidnyos) masodfoku egyenletet kapunk, annak 0-tol kiilonbozé gydke azonos (5)-tel.
Gydrfds Andrds (Budapest, Toldy F. g. IV. o. t.)



