I. megoldas. Tegyiik fel, hogy az ABCDEF hatszogre teljesiilnek a feladat feltételei, k& koriilirt korének kozép-
pontja O, ky beirt kdrének kozéppontja M és szimmetriatengelye az AF' és C'D oldalak G, ill. H felez6pontjat 0sszekdts
egyenes. GH-n tiikkrozve a hatszdg onmagaba megy at, ezért k és k; is, ennélfogva O és M a GH-n vannak. Legyen
tovabba M vetiilete AB-re J, BC-re K (ezek k; érintési pontjai), tovabba O vetiilete ugyanezen oldalakra (az oldalak
felezSpontja) L, ill. N. Ha a bettizést ugy valasztjuk, hogy M az OG szakaszon legyen, vagy éppen O-ban, akkor
pontjaink sorrendje a hatszdg keriiletén a kovetkezs: A, J, L, B, K, N, C. Igy

AL = LB-bdl és BN = NC-bdl :
AJ+JL=BJ—-JL és BK + KN =CK - KN,
BJ=AJ+2JL, BK =CK —2KN,
végiil, mivel BJ = BK, tovabba AJ = AG és CK = CH, azért
AG+2JL=AJ+2JL=BJ=BK=CK —-2KN =CH —2KN,

azaz

(2) AG +2JL =CH — 2KN.
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Az itt felléps szakaszokat az alabbiakban kifejezziik R, r és c-vel, igy (2)-bol Gsszefiiggést kapunk ezen harom
hosszusag kozott. Az OAG és OCH derékszogl haromszogekbsl

(3) AG=1/R?—(r+¢)?  CH=\/R2—(r—c)

Jeloljiikk M —nelg OL-en valo vetiiletét P-vel, J-nek HG-n levs vetiiletét Q-val és az MGAJ deltoid atloinak met-
széspontjat S-sel. [gy JL = M P, tovabba M PO és JQM héaromszogek hasonlok, ezért

JL —MP _JQ _ JQ JL70M~JQ70-JQ
OM OM MJ MG’ - MG r
JQ-t mas szakaszokkal fejezhetjiik ki az M GJ haromszog kétszeres teriiletének kétféleképpen valé felirdsa alapjan :
GJ-MS
JQ = ———;
Q==

hasonléan az itt fellepé GJ-t az MGAJ deltoid teriiletének kétféleképpen valo felirasaval, figyelembe véve, hogy a
szimmetriatengely az idomot két derékszogi haromszogre bontja fel:
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végil MS-t az AMG derékszogi haromszogbdl:
MG? r2

MS="0r = anr

Ezekkel
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végiil (3) alapjan

@ I 2¢ry/R? — (r + ¢) '

R2 — 2¢cr — 2

Ugyanigy kapjuk KN kifejezését:

2
2%r-CH 2cry/R2—(r—c
5 oy 2ol 2R =0
CM? R? 4 2cr — ¢
A (2)—(5) eredmények alapjan R, r és ¢ kozott a kdvetkezs Osszefiiggés all fenn:

der 2 der 2
1+ ——— | - \/R2 - =(1—-———— | - \/R2—(r —0)".
< +R2—20r—c2> (r+¢) ( R2+20r—c2> (r—=c)

Innen Gsszevonassal, a tortek eltavolitasaval és (R? — ¢?) hatvanyai szerinti rendezéssel:

(R% — * + 207“)2\/R2 —(r+ 0)2 =(R*- % - 2cr)2\/R2 —(r— 0)2,

{(R2 - 62)2 +4der(R? — ) + 4021"2} VI(R2 —¢2) — (2 + 2¢cr) =

= {(R2 — 02)2 —4er(R* — &) + 4027“2} V(R2 —¢2) — (12 — 2cr).
Végiil négyzetreemeléssel és rendezéssel a bizonyitandoé Osszefiiggést kapjuk.
Benczir Andrds (Budapest, Fazekas M. gyak. g. IV. o. t.)

II. megoldas. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: GM A< = AMJ< = a, JMB< = BMK< =3, KMC< =
CMH< = v, MA = u, BM = v, MC = w. Igy cosa = r/u, cosf = r/v, cosy = r/w, és az OMA, OMC
haromszogekbdl a koszinusz tétellel OA% = R? = ¢ + u? 4 2¢r, OC? = R? = 2 + w? — 2cr, tehat

(6) u? = R* — ¢* — 2cr, w? = R? — ¢ + 2cr.
Hasonléan az OM B haromszégh6l
OB? = R? = ¢® +v? + 2cv cos(2a + f3).
Innen, tekintettel arra, hogy e+ 8+~ = 90°, amibdl 2a+ 8 = 90° — (y — «), tovabba v = r/ cos § = r/ sin(a+7) -val

(7 (R? — ®)sin®(a+7) — 7% = 2cr sin(y — @) - sin(a +7) =
2 2 o
= cr(cos 2a — cos2y) = cr(2 cos” a — 2 cos”y) = 2er (ﬁ - E) =

B 2cr3 (w? — u?) B 8c2rt

wu2w? ww? !

A bal oldal atalakitasara felhasznéljuk, hogy
1 1
sina = —Vu? — 12, siny=—+vw? —r2,
w

Sin(OH'”Y):ﬁ(\/uQ—TQ—F\/wQ—rQ).

ennélfogva (6) alapjan a kovetkezs Osszefliggest kapjuk:

S

2
(R2—02)(\/R2—c2—2cr—r2+\/R2—02+20r—r2) =

=8c%r? +u?w? = (R* — 02)2 + 4cr?.
Innen a szokasos rendezési lépésekkel ismét (1) adodik.
Zalay Miklos (Budapest, Hengersor uti g. IV. o. t.)
Megjegyzés. Bizonyités nélkiil kozoljiik, hogy (1) minden olyan hatszogre érvényes, amelybe, és koréje is, kor irhato.
Ezen talmenGen érvényes a kovetkezs: ha R, r és ¢ teljesitik (1)-et, az egymastol ¢ tavolsagra levé Oq és Oz pontok

koriil R, ill. r sugarral irt kor kq, ill. ko, és ABCDEF olyan a ki-be irt konvex hatszog, melynek AB, BC, CD, DE
és E'F oldalai érintik ko-t, akkor F'A oldala is érinti ks-t.



