I. A feltevés szerint az a, b, ¢ természetes szamok egy derékszogi haromszog oldalhosszai. Az (1)-beli negyedik
kifejezés beszorzassal és a feltevés alapjan

(3) 22 =a? + 0% + 2

helyettesitéssel igy irhato:

4) 2(c+ a)(c+b) = 2¢* 4+ 2(ab + ac + be) = a® + b* + ¢* + 2(ab + ac + be) =
=(a+b+c),

tehat ez a szorzat az a + b+ ¢ természetes szam négyzete.

Az (1) alatti masodik és harmadik szorzat agy all el6 a negyedikbdl, hogy a helyett —a-t, ill. b helyett —b-t irunk,
az elsé szorzat pedig e két valtoztatas egyideji végrehajtasaval. Mindhérom valtoztatas mellett érvényben marad (3),
ezért az els¢ harom szorzat rendre egyenls a kovetkezs négyzetekkel:

(ma=b+0o=(a+b—0)  (—a+b+c)?  (a—b+c)

ahol az alapok ismét egész szamok. Eszerint az elsg allitas helyes. — (A (4) és beldle kovetkezs egyenl&ségek minden
derékszogl haromszogben érvényesek, ugyanis megallapitasukban nem hasznaltuk ki a, b, ¢ egész voltat.)

IL. Vegyiik (4) mindkét oldaldnak pozitiv négyzetgyokét:
2(c+a)(c+b)=a+b+c=(c+a)+(c+b) —c
Ez azt jelenti, hogy az ©1 = c+ a, y1 = ¢+ b szdmparra
\/MZfCl-f—yl—C, T1+ Y1 — V2x1y1 = ¢,

azaz teljesiil a (2) alatti masodik egyenlet.
Hasonloan kapunk megoldéasokat ugyanezen egyenletre, ha vessziik az (1) alatti 2. és 3. szorzatbol kapott egyenl&ség
mindkét oldalanak pozitiv négyzetgyokét és a jobb oldalon kis atalakitast végaziink:

2(c—a)(c+b)=—-a+b+c=(c—a)+ (c+b)—c-bdl

T2 =C—a, y2:C+b,
2(c+a)(c—=b)=a—b+c=(c+a)+ (c—b)—c-bdl
T3 =c+a, y3:C_ba

ugyanis a haromszogegyenlGtlenség folytdn —a+b+c>0ésa—b+c > 0.
Az (1) alatti els6 szorzatra kapott egyenlGség viszont ugyanigy (2) els egyenletére ad megoldast:

20c—a)(c=b)=a+b—c=c—(c—a)—(c—b)
-bél, ahol a haromszdg-egyenlétlenség szerint a +b—c¢ > 0, xg = ¢ — a, yo = ¢ — b-vel \/2x9yo = ¢ — g — Yo, vagyis

valoban teljesiil
o + Yo + /220y = c.

Ezek szerint ha ¢ egy pythagoraszi szamhéarmas atfogoszama, akkor a (2) egyenletek megoldhatok egész szamokban,
s6t pozitiv egész szamokban, az

ro=c—a, Yo=c—b, ill. r1=c+a, Yy =c—+b,
To =C—a, y2:C+b7

r3=c+a, ys=c—b

szamparok — ahol a és b a c atfogdészamhoz tartozé befogdszamok — mindenesetre megoldast adnak. Ezeken feliil
magatol értetdds (an. trivialis) megoldas mindkét egyenletre x = ¢, y = 0, tovabba a méasodikra x = ¢, y = 2¢,
és természetesen barmely megoldasban x és y felcserélésével ismét megoldast kapunk. Ezeket alabb figyelmen kiviil
hagyjuk.

Megmutatjuk még, hogy a fentieken feliill méas megoldasuk nincs a (2) egyenleteknek. Ezeket

V2rzy=c—1x —vy, —V2rxy=c—x—y

alakban irva és négyzetre emelve a
20y = ¢ — 2cx 4+ 22 — 2cy + y? + 2y,



masképpen a
(5) (c—2)’+(c—y)*=¢

egyenletre jutunk. Ez mindkét egyenletiinknek kovetkezménye, vagyis a (2) egyenleteket mas gyok nem elégitheti ki,
mint (5)-6t. Ez azt jelenti, hogy vagy |c — z|, |c — y| egyike 0, a masik ¢, vagy e két szam (mint befogoszam) és ¢
pythagoraszi szamharmast alkot. Igy valéban a két egyenlet dsszes megoldasai csak az 2 = ¢, y = 0; 2 = ¢, y = 2¢
szamparok, tovabba ha létezik ¢ atfogoszammal pythagordszi szamharmas, minden ilyen a, b, ¢ szamharmashoz az
T = cTFa, y = cFb szamparok. Azt az el6z6kben mar tisztaztuk, hogy ezek koziil melyikek az els6 és melyikek a
mésodik egyenlet megoldésai.

III. Meg kell keresniink a ¢ = 13 és ¢ = 50 atfogoszamokhoz tartozo befogd szamparokat (ha egyaltalan léteznek).
Minden pythagoraszi szamharmast megad a kovetkezs képletharmas:

(6) a = k(u® —v?), b=k - 2uv, c = k(u® 4+ v?),

ahol u, v relativ prim természetes szamok, egyikiik paros, és u > v, tovabba k tetszés szerinti természetes szam. k = 1
esetén alap harmasokat kapunk, azaz a, b, c relativ primek.

Mivel ¢ = 13 tOrzsszam, itt csak k = 1 lehet, masrészt u? + v = 13 csak u = 3, v = 2-vel adodik ki, tehat a
szamharmas: 5, 12, 13. Igy a (2) alatti els6 egyenlet megoldésai: 2o = 13 —5 = 8, yo = 13 — 12 = 1, a masodik
egyenletéi pedig: x1 = 18, y1 = 25; 19 =8, yo = 25; x3 = 18, y3 = 1.

¢ = 50 = 2-5% Nem lehet k = 1, vagy 5, mert 50, ill. 10 paros, nem allithaté el6 egy péaros és egy paratlan
négyzetszam Osszegeként. Igy vagy k = 2 és u? +v* = 25 — amib6l u = 4, v = 3 —, vagy k = 10 és u® 4+ v? = 5, amibél
u = 2, v = 1, tehat két szAmharmast kapunk: 14, 48, 50 és 30, 40, 50. Ezekbdl a megoldast add szdmparok az els6
egyenletre 2, 36 és 10, 20, a masodikra pedig 36, 98; 2, 64; 64, 98; 20, 90; 10, 80; 80, 90.

Kobzos Liszlo (Vac, Léwy S. gépip. t. IL. o. t.)

Megjegyzések. 1. A II. szakasz masodik részében nemcsak azt lattuk be, hogy a talaltakon kiviil nincs egész meg-
oldasa az egyenleteknek, hanem megkaptuk ezeket a megoldasokat az els6 rész és 1. felhasznalasa nélkiil.
2. Az els6 allitas a (6) képlet harmas felhasznalasaval is igazolhato, a négy szorzat rendre igy alakul:

2kv(u—v)]%, [Rkv(u+0))? [Rku(u—0)]?  [2ku(u+v)]>



