
I. megoldás. Képezzük (1) jobb és bal oldalának D különbségét. Ezt úgy írhatjuk, mint két négyzetekb®l álló

különbség különbségét, ezeket pedig szorzattá alakítjuk:

D =
[

(x2n+1 − 2x2n−1y2 + 2x2n−3y4 − . . .± 2xy2n)
2
− (x2n+1)

2]

−

−
[

(y2n+1)
2
− (y2n+1 − 2y2n−1x2 + 2y2n−3x4 − . . .± 2yx2n)

2]

=

=(2x2n+1 − 2x2n−1y2 + 2x2n−3y4 − . . .± 2xy2n)(−2x2n−1y2+

+2x2n−3y4 − . . .± 2xy2n)− (2y2n+1 − 2y2n−1x2 + 2y2n−3x4−

− . . .± 2yx2n)(2y2n−1x2 − 2y2n−3x4 + . . .∓ 2yx2n).

A közös 2x, 2xy2, ill. 2y, 2yx2
tényez®k kiemelése után

D =4x2y2(x2n − x2n−2y2 + x2n−4y4 − . . .± y2n)(−x2n−2 + x2n−4y2−

− . . .± y2n−2)− 4x2y2(y2n − y2n−2x2 + y2n−4x4 − . . .±

±x2n)(y2n−2 − y2n−4x2 + . . .∓ x2n−2).

Páros n esetén a zárójeles kifejezések utolsó tagjában mindenütt a fels® el®jel érvényes, ezért a két szorzat megfelel®

tényez®i sak a tagok sorrendjében különböznek, tehát D = 0. Ugyanezt kapjuk páratlan n esetén is, amikor az utolsó

tagokban az alsó el®jel érvényes, ugyanis ekkor D kivonandójának többtagú tényez®i az els® tag megfelel® tényez®jéb®l

(−1)-gyel való szorzással állnak el®, és ezért D kivonandója a kisebbítend®nek (−1)2 = 1-szerese.
Eszerint minden n természetes szám mellett D = 0, tehát (1) érvényes.
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II. megoldás. Ha x 6= 0, akkor az (1) bal oldalán álló els® polinom tagjai, az els® tagot nem tekintve, olyan n
tagú mértani sorozatot alkotnak, melynek kezd® tagja −2x2n−1y2, és hányadosa −y2/x2

. A hányados minden valós x,
y-ra különbözik 1-t®l, ezért a polinom az ismert összeg�képlet felhasználásával zárt alakban felírható:

x2n+1 − 2x2n−1y2 . . .± 2xy2n = x2n+1 − 2x2n−1y2

(

−
y2

x2

)

n

− 1

−
y2

x2
− 1

=

= x2n+1 − 2xy2
(−y2)n − x2n

−y2 − x2
= x2n+1 − 2xy2

x2n + (−1)n+1y2n

x2 + y2
.

A második polinom úgy áll el® az els®b®l, hogy x-et és y-t felseréljük. Ezért ha y 6= 0, így írható:

y2n+1 − 2yx2 y
2n + (−1)n+1x2n

y2 + x2
.

A két kifejezésben szerepl® tört páratlan n esetén azonos, páros n esetén pedig egyik a másiknak (−1)-szerese; össze-
foglalva: bármely (pozitív egész) n mellett egyik a másiknak (−1)n+1

-szerese. Ennélfogva

(2)

x2n + (−1)n+1y2n

x2 + y2
= z

jelöléssel a két polinom így írható:

x2n+1 − 2xy2z, y2n+1 − 2(−1)n+1yx2z.

Most már négyzetösszegük

x4n+2 + y4n+2 − 4x2y2z
[

x2 + (−1)n+1y2n
]

+ 4x2y2z2(y2 + x2).

Az utolsó tagban z(y2+x2) helyére (2) számlálóját írva ez a részlet az el®tte állóval együtt 0-t ad, tehát a négyzetösszeg

értéke x4n+2 + y4n+2
, az állításnak megfelel®en.

Ha x és y közül valamelyik 0, akkor az azonosság nyilvánvalóan fennáll.
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