I. megoldas. Legyen az ABC haromszog oldala a. Abban a specialis esetben, ha P pl. az A cstcsba esik, PA? +
PB? + PC? = 0+ a? + a® = 2a?, azt kell tehat megmutatnunk, hogy a kérdéses négyzetdsszeg értéke P minden
helyzetében 2a. A szimmetria miatt elég pl. a révidebb BC iven fekvé P pontokat tekinteniink. Igy APB< =
APC< =60°, és BPC< = 120°.

Ha egy DEF haromszogben DEF< = 60°, és az oldalak hossza EF = d, FD =e, DE = f, ahol d > f, és D-nek
EF-en levé vetiilete D', akkor ismeretes, hogy a DED’ derékszogt haromszgben ED' = f/2, DD' = f/3/2, és igy
a DFD’ derékszogii haromszogbol
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Hasonloan, ha DEF< = 120°, akkor

3/ ?
=37 (g4 ] =d*+ 2+ df.
4 2
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Alkalmazzuk ezeket az APB, APC, BPC haromszogre. Legyen PA = x, PB =y, PC = z, igy
AB? = a® = 2% + y* — ay, AC? =a® = 2% + 2% — 22,

BC? =ad* = y* + 22 + y2,
amib6l Osszeadassal
(1) 3a? = 2(2® + 9° + 22) — (xy + 22 — y2).
Masrészt az elsé két haromszog teriiletének 6sszegébdl a harmadik haromszog teriiletét kivonva az ABC' haromszog

teriiletét kapjuk:
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amibdl egyszertsitéssel
xy—l—a:z—yz:aQ.
Ezt (1)-be helyettesitve atrendezés és osztas utan
22 +y? + 2% = 2402,
amit bizonyitani akartunk.
Hegedis Barna (Debrecen, Téth A. g. III. o. t.)

II. megoldas. Megmutatjuk, hogy a kérdéses négyzetdsszeg minden olyan esetben allando, ha P egy az ABC
haromszog koré irt k korrel koncentrikus k1 koron fut végig. Legyen k kozéppontja O, sugara r és OP = R, allando,
tovabba jellemezziik P helyzetét az AOP = ¢ szoggel. A szimmetria miatt elegends pl. az AOB szogtér egyik felében
levs P pontokat vizsgalni, tehéat pl. a 0° < ¢ < 60° értékekre szoritkozni.




A POA, POB, POC haromszoghdl a koszinusz—tétel alapjan

PA? =12+ R? — 2rRcos,
PB? = 7% 4+ R* — 2rRcos(120° — ),
PC? = r? + R* — 2rRcos(120° + ¢).
@ = 0° esetén a POA, ¢ = 60° esetén a POC haromszog elfajul, de az egyenldség helyes marad. Osszeadassal és
kiemeléssel
PA? 4+ PB% + PC? = 3r? + 3R* — 2rS, ahol
S = cos ¢ + cos(120° — @) + cos(120° + ).

Megmutatjuk, hogy S értéke 0. A koszinuszfiiggvény Osszegezési tétele szerint a 2-ik és 3-ik tagban a sin 120°sin ¢
sorozat ellentett elGjellel lép fel, kiesik. Igy, cos 120° = —1/2 figyelembevételével

S = cosp +2cos120° cosp = cosp — cos = 0.

Ezzel allitasunkat bebizonyitottuk, a négyzetdsszeg 312 +3R? értéke valoban fiiggetlen ¢-t6l, P-nek a k; koron elfoglalt
helyzetétdl.
Ha k1 azonos k-val, akkor
PA? + PB? + PC? = 617,

és mivel a/r = \/§, azért eredményiink megegyezik az I. megoldas eredményével.
Vida Gydrgy (Budapest, Madach I. g. IV. o. t.)



