I. megoldas. A bizonyitand6 egyenlGtlenség bal oldala pozitiv és jobb oldala nem negativ. Ezért mindkét oldalat
négyzetre emelve az

(2) (a® +b* + 02)2 = (a* + b* + ) + 2(a®b? + b2 + 2a?) > 48 52

egyenl6tlenség vele ekvivalens, elegendé ezt bizonyitanunk.
A Heron-képlet mindkét oldalat négyzetre emelve beszorzas és a tortek eltavolitasa utdn (2) jobb oldaldnak 3-ad
részét kapjuk:
1652 = —(a" +b" + ¢) + 2(a®0” +0°¢* + ?a?).
Ezt felhasznalva (2) bal és jobb oldalanak kiilonbsége igy alakithato:
4(a* +0* + ) + 4(a®V? + b2 + Pa?) =
(3) =2[(a> = 0?)" + (® = &A)" + (2 —a®)’].

Ez nyilvan sohasem negativ, tehat (2) és vele (1) minden haromszogre érvényes. EgyenlGség (2)-ben és (1)-ben
akkor és csak akkor 4ll fenn, ha (3) jobb oldalan mind a harom kiilonbség 0-val egyenls. Az a? —b* = (a—b)(a+b) = 0
kovetelménybdl a — b = 0, a = b, hiszen a + b > 0. A méasodikbol ugyanigy b = c. Ezek szerint a = b = ¢, igy pedig (3)
harmadik kiilonbsége is 0. Tehat (1) két oldala akkor és csak akkor egyenls, ha a hiromszog szabalyos.

Magyar Erzsébet (Ocsa, Bolyai J. g. IV. o. t.)

II. megoldas. Legyen adva egy haromszog. Jeloljiik a cstcsait A, B, C-vel agy, hogy a B cstcsnal hegyesszog
legyen. Az A csiicsbol hiazott magassag legyen m, talppontjanak tavolsaga B-t6l d.
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Ekkor
a®? +0% 4+ —4V3S =a® + [m2+(a—d)2] + (m? + d?) — 2v/3am =
=20? — 2ad + 2d* — 2v/3am + 2m* =

= —(a® — 4ad + 4d* + 3a® — 4V/3am + 4m?) =

N~ DN~

[(a—2d)* + (V3a - omt)’ ]

Ez a kifejezés nem lehet negativ, s igy
a’ +b% +¢* > 4/38.

Tovabba 0 is csak akkor lehet a fent nyert kifejezés, ha d = a/2, tehat a haromszog egyenlgszaru (b = ¢), to-
vabba m = \/ga/ 2, ami az egyenl$ szard haromszogek koziil a szabalyosnal kovetkezik be. Az éppen bebizonyitott
egyenlGtlenségben az egyenlGség tehat csak a szabalyos haromszogekre all fenn.

ITI. megoldas. Tekintsiik allandénak az a® 4 b* + ¢ négyzetosszeget és keressiik meg, a, b, ¢ mely értékrendszere
mellett maximélis a haromszog teriilete, és mennyi ez a maximum.




Tegyiik fel, hogy a, b, ¢ nem mind egyenlék. Ekkor van koztiik

de /a2+(;2+c2

-nal nagyobb is, kisebb is, legyen ez a, ill. c¢. A cstcsokat a szokas szerint jelolve tiikrozziik a haromszoget az AC = b
oldal F felez6pontjara. A nyert ABC B’ paralelogrammaéaban az oldalak négyzetdsszege ismert tétel szerint] egyenld az
atlok négyzetosszegével:

(4) 2(a® + %) = b? + 452,

ahol s = BF, a haromszog AC oldaldhoz tartozd sulyvonal. Ez azt jelenti, hogy ha A-t és C-t rogzitjik, akkor B
mértani helye egy az F kozéppont koriili k kor, mert igy b, vele a® + 2, és (4) szerint s is allando.

Tavolitsuk B-t A-t6l a k-n addig a By helyzetig, amelyre AB; = d. Ilyen helyzet van, mert a tavolsig folytonosan
noévekszik, és van k-n az A-t6l d-nél tavolabbi pont, ilyen B-nek az AC felez6 merdlegesére valé B” tiikorképe, amelyre
AB" = CB = a > d. Ebbdl azt is latjuk, hogy By a BB” iven van, tehat az ACB; haromszog teriilete nagyobb ABC
teriileténél, mert az el6bbiben a k6zos AC alaphoz tartozd magassag nagyobb.

3. dbra

Most méar az AB; = ¢ = d oldalt rogzitve C' mértani helye egy az ABj-nek G felez6pontja koriili k1 kor, és a teriilet
nyilvan arra a C;-re maximaélis, amelyre C1G | ABj, vagyis a = b, és igy a haromszog szabalyos,mert
2 _ g2 32—,

= — = C .
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Ekkor a teriilet S = a2\/§/4, és 435 = 3a® = a® + b + ¢, tehat (1)-ben egyenldség all. Minden mas esetben
S-sel egyiitt (1) jobb oldala kisebb. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.
Kota Jozsefnek az Olimpian irt dolgozatabol.

Megjegyzések. 1. Az allitast annak az ismert eredménynek@ a felhasznalésaval is bizonyithatjuk, hogy ugyanakkora
keriileti haromszogek koziil a szabélyos haromszog teriilete a legnagyobb. Nyilvanvaléan elegendé ugyanis azokat a
haromszogeket vizsgalnunk, amelyekben a + b+ ¢ = 2s, alland6. Szabalyos haromszog esetében a = b= ¢ = 25/3 = d/,
ekkor (1) két oldala egyenls, kozos értekiik 4s%/3. Megmutatjuk, hogy minden mas esetben (1) bal oldala nagyobb
ennél. Legyen az els6 két oldal értéke a = o’ +x, b = a’ +y, ahol x és y koziil legalabb az egyik 0-t6l kiilonbozs. Igy a
harmadik oldal: ¢ = 25 — 24’ —x —y = a’ — (x +¥), és a négyzetdsszeg:

4 2
(a’+x)2+(a’+y)2+ [a’ — (3:—|—y)]2 =3a%+ 2>+ + (z+y)° > 3d? = 25
A jobb oldal viszont a hivatkozott eredmény szerint kisebb, tehat minden mas esetben (1)-ben valoéban a > jel
érvényes.
Romhdnyi Gabor (Esztergom, Temesvari P. g. IV. o. t.)

2. Az allitasnak az a1, ag, ..., a, oldalakkal bir6 S, teriiletd n-szogre (n > 3) valo
2 2 2 T
ai+aj3+...+a; Z4Sntga

altalanositasa az I. megjegyzés gondolatmenetéhez hasonldéan bizonyithaté.
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