a) Jelentse B az (1) egyenlet egy gyokét, vagyis alljon fenn
(3) g(B) =p*+38°+48° +28+1=0.

Eszerint a —f szamra teljesiil

(=8)" = 3(=B)" +4(=5)* —2(=B) +1 =0,
vagyis —f gyoke az

(4) ' =323 +42% —224+1=0

ugyancsak negyedfoku egyenletnek, melyben a paratlan fokszamu tagok egyiitthatoi az (1) megfelels egytitthatoinak
(—1)-szeresei, a tobbi egylitthatok pedig egyenlSk (1) megfelels egytitthatoival. 5 az (1)-nek barmelyik gyokét jelent-
heti, ezért (4)-et az (1) mindegyik gyOkének (—1)-szerese kielégiti. Mas szam nem is tesz eleget (4)-nek, hiszen ha
ennek egy gyoke v, akkor —y gydke a (4)-bdl az iménti modositassal képezett egyenletnek, vagyis (1)-nek. Ezek szerint
(4) éppen a keresett elsG egyenlet.

Ha (3) teljesiil, akkor 3 # 0, hiszen g(0) = 1 # 0. Igy mindegyik 8 gydk reciprokara fennall

9B) .1 (1) (1) (1)
51 _1+3ﬁ+46 +26 + 3 =0,

tehat mindegyik gyok reciproka kielégiti a
(5) g (@) =2 — 223 +42® — 30 +1=0

egyenletet, melynek egyiitthatoi forditott sorrendben egyeznek (1) egyiitthatoival (a sorrend természetesen x fogyd
hatvanyainak rendjében értendd). (5) valoban a keresett méasodik egyenlet, mert gyokei csak az elSirt szamok, hiszen
ha (5)-nek egy gyoke ~y, akkor ugyanez a meggondolas mutatja, hogy 1/ kielégiti (1)-et.

Marmost els6 meggondolasunkat (5)-re alkalmazva nyerjiik, hogy a harmadik egyenlet:

(6) 7 (x) =2 +22° +42® + 32 +1=0.

b) Képezziik elsének a g(z) - g(x) = G1(x) szorzatot. g(x) egymas utani tagjaival g(x)-et végigszorozva a rész-
letszorzatok ugyancsak = fogy6 hatvanyai szerint rendezett polinomok lesznek, és legmagasabb foka tagjuk fokszama
lépésrdl 1épésre 1-gyel kisebb lesz. Ezt tudva célszerd lesz a részletszorzatokat — a kozonséges szdmok szorzasénal
szokasos irasmodhoz hasonléan — lépcsézetesen gy rendezni, hogy = ugyanazon kitevés hatvanyai egy—egy oszlopba
jussanak. Igy = hatvanyat minden oszlopban elég egyszer kiirni (pl. csak a felsé tagban).

(z* + 32 +42® + 20 + 1) (2* — 3% + 42® — 22+ 1)

28 + 327 + 428 + 225 + 2*
-3 -9 —12— 6—3a3
+4 41241648 +42?
-2 - 6-8 —4 -2z
+1+3 +4 +2 +1
Gi(x) = a8 — b + 64 + 422 + 1.

A paratlan kitevGs hatvanyok kiesése varhato volt. Hiszen (1) gyokeit 81, B2, B3, Ba-gyel jelolve (4) gyokei —B1, —5a,
—Ps, —B4, igy gyOktényezds alakban

Gi(z) = g(z) - 9(x) = (x — B1) (2 — B2)(z — B3)(z — Ba):
(x4 Br) (@ + B2)(x + B3) (@ + Ba) =
= (2* = B7)(@® — B3)(a® — 33)(«® — 7).
és ezt polinomma kifejtve xz-nek csak paros kitevés hatvanyai léphetnek fel.
A fentebbiek alapjan nyilvanvalo, hogy a ¢*(x) - §*(z) = Ga(z) szorzatot G1(x)-bdl is megkaphatjuk, az egyiittha-
tokat forditott sorrendben véve, tehat
Go(z) = 2® + 425 + 62 — 22 + 1.

Ezekbdl (1) és a képezett harom egyenlet bal oldalainak szorzata:

G1(z) - Ga(z) = 20 4 32 + 822 + 2120 4 552° 4 212° 4 82 + 322 + 1,



és ez, amint varhato volt, z°-re nézve szimmetrikus polinom, hiszen minden gytkének (—1)-szerese, reciproka és
reciprokanak (—1)-szerese ugyancsak gyok, akircsak (2)-ben (és minden gyok ugyanannyiszoros gyok), amint azt az
1113. feladatban lattuk.

Ezért — ha az allitas igaz — a meghatarozando6 tovabbi két egész egyiitthatos polinom szorzata ugyancsak x2-re
nézve szimmetrikus polinom lesz, fokszama 20 — 16 = 4, két széls6 egyiitthatdja 1, tehat

H(z) =24+ A2® + 1

alaki. Az A egyiitthato meghatarozasa végett képezziik G1(x) - Go(x) és H(x) szorzatat és kérdezziik, van-e olyan A,
amelyre

Gi(z) - Ga(x) - H(x) = f(x).

A szorzat a szimmetrikus tagoknak egy—egy zarojelbe valo foglalasaval
(2 +1) + 3+ A) (2" +2%) + (9+34) (2" + ) + (24 + 84) (2™ + %)+
+(63 + 21A4) (2" + 2®) + (42 + 55A4)2'°.
Az azonossag akkor és csak akkor ll fenn, ha valamennyi megfelels egyiitthatd egyenld:
3+A=9+4+34A=24+8A=063+21A=0 és 42+ 55A=—123.
Valamennyi feltételbsl A = —3 adodik, tehat
Hzr = 2" — 322 + 1.
Marmost
H(z) = (2" + 22> +1) —a® = (3:2—1)2—:1:2:

(7 =@2*-1-2)(2* —1+2),

tehéat valéban irhat6 két egész egyiitthatos polinom szorzata gyanant. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.
Zalay Miklés (Budapest, XVIIIL., Hengersor uti Gimn. IIL o. t.)

Megjegyzések. 1. Tobben H (x)-nek két tényezére bontasa céljara megoldottak a H(z) = 0 egyenletet:

3+5
(I2)12: 9

)

és az irraciondlis gyokok lattan kimondtak, hogy a kivant felbontés lehetetlen, a feladat allitasa téves.
Megmutatjuk, hogy kissé hosszabb aton ebbdl a kiindulasbol is el lehet jutni a (7) eredményhez. Eszrevéve, hogy

:3—\/5:6—2\/5:<\/5—1

2
(%), 2 1 2

(a:2)2 _ (\/524— 1> ,

2
) , és hasonléan

H(z) gyokei a kovetkezok:
V5 -1 1-V5 V1 V5+1

To = x Ty = .
2 ) 2 2 ) 3 2 ) 4 2

Ha a feladat allitasa igaz, és a kérdéses két polinom masodfoki, akkor létezik ezeknek olyan két parba allitasa, amelyben
az Osszegek is és a szorzatok is egész szamok. Ilyen az x1, x4, és x2, x3 parosités:

xr, =

T+ x4 = —1, T1x4 = —1; To +x3 =1, Toxz = —1.

Ezekkel

2

(z—z)(z—24) =2+ -1 & (v—m)(z—2a3)=2®—x—1,

és igy valéban
H(z) = (z —a1)(z —z2)(z —23)(z —24) = (¥ + 2 — 1) (2" — 2 — 1).

2. Azt, hogy G1(z) nem tartalmazhatja x paratlan kitevGs hatvanyat, a tényezdk
g(z) = (¢* +42° +1) + 2(32%> + 2) = K(2*) + 2L(2*) & g(T) = K(2*) — 2L (2?)

alakjabol is belathatjuk, ahol K (%) és L(z?) az 2 polinomjai. Igy ugyanis a szorzat Gi(z) = K?(x?) — 2*L?(2?),
ami szintén 2 polinomja.



