I. megoldas. Az, hogy egy a szam gyoke (1)-nek, azt jelenti, hogy
(3) fla)=a?* —123a° +1=0.

Megmutatjuk, hogy a vizsgalando6 szamok kiilonbozok. a-t6l a —a, 1/« és —1/a szamok mindegyike kiildnb6z8, mert
az a = —a és a = 1/ feltevésbdl a = 0, ill. o = £1 kévetkezik, marpedig e szamok egyike sem gyoke (1)-nek, hiszen
f(0) =1, és f(£1) = —121. Tovabba o # —1/a, mert ellentett elGjeltiek. Ezek szerint (—1-gyel szorozva) —a-t0l «,
—1/a és 1/ kiilonbozok; végiil 1/a és —1/« ellentett elGjeltek.

Marmost —a gyoke (1)-nek, mert f(—a) = f(a), hiszen a bal oldalon x-nek csak paros kitevds hatvanyai sze-
repelnek. Szavakban: (1) minden gytkének (—1)-szerese ugyancsak gyok. Ezért 1/« és —1/« koziil elég egyikiikrol
belatnunk, hogy kielégiti (1)-et. Az el6bbire
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ami (3) szerint 0. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.
b) Ha (3 gyoke (2)-nek, akkor egyrészt

(4) g(B) =B +4B> + 1+ B(3B8% +2) = 0,

masrészt S # 0, +1, —1, mert g(0) = 1, g(1) = 11, és g(—1) = 1, tovabba a fentiekhez hasonléan —8, 1/5 és -1/
kiilonboznek [-tol. Megmutatjuk, hogy
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mindegyike 0-t6] kiilonb6zs. Az ellentétes esetben ugyanis allna
9(B) = 9(=p), azaz g(B) — g(~B) = 28(36% +2) =0,

ami f # 0 miatt csak 5% = —2/3, azaz 8 = +1/—2/3 mellett teljesiilhet. Tudjuk, hogy a valos szamok korében ilyen f3
nincs, de ha egy b6vebb szamkorre tériink at, amelyben 8 = ++/—2/3 létezik (a komplex szamok kore ilyen), akkor is
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Tovabba g(1/8) = 0-val egyiitt fennéllana

B9(1/B) = (1 +45% + ') + B(3 +26%) = 0,
és ezt (4)-bdl kivonva

9(8) = B9(1/B) = B(B* —=1) = B(B - 1)(B+1) =0,

amirdl fentebb lattuk, hogy lehetetlen. — Hasonldan ha g(—1/8) = 0, akkor egyszersmind

Blg(—1/B) = (1+48° + %) — B3 +26%) =0,
és ezt (4)-bdl kivonva

9(B) = B*9(=1/8) = 58(8* +1) =0,

ez pedig lehetetlen, mert 3% # —1, hiszen (ismét a komplex szamok korében szamolva) 8 = ++v/—1 mellett

g(£V-1)=1-4+1FV-1=-2F V-1,

ami 0-t6l kiilonbo6z6. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.
Németh Istvin (Budapest, Bolyai J. g. IIL. o. t.)

Megjegyzés. Tobben az 1/a-ra, ill. 1/8-ra vonatkozé allitas bizonyitasa helyett arra hivatkoztak, hogy (1) un.
szimmetrikus (méas elnevezéssel reciprok) egyenlet, (2) pedig nem szimmetrikus.
Az n-ed foka
h(z) = apx™ + a12™ ' + ...+ ap_ 12+ a, =0, (ap # 0)



algebrai egyenletet akkor nevezziik szimmetrikus egyenletnek, ha a bal oldalt a kitevk csokkend sorrendjében rendezve
az elolrél és hatulrél ugyanazon sorszamu egyiitthatok egyenlék, azaz

a; =an_;, ahol i=0,1,2,...,n—1,n.

Az f(1/a) helyettesitési érték fenti vizsgalatahoz hasonléan altalaban is konnyen belathato, hogy szimmetrikus egyenlet
minden gyokének reciproka is gy6k. (z = 0 nem gyok, mert h(0) = a,, = ap # 0.)

Feladatunk a) részében valoban elég arra hivatkozni, hogy (1) az 2 ismeretlenre reciprok egyenlet. A b) részben
azonban nem elég (2) nem-szimmetrikus voltara utalni, mert ez a tény 2-nél magasabb fokszam esetén nem zarja ki,
hogy némely gyokének reciproka is kielégitse a nem szimmetrikus egyenletet. S6t az is lehetséges, hogy egy egyenlet
minden gyokének reciproka ugyancsak gyok, és az egyenlet mégsem szimmetrikus, mert az an. multiplicitasi (t6bbsz6-
rosségi) szam nem minden reciprok gyokparra egyenls. — (Az ilyesféle tévedések miatt a kozépiskolai anyagon tilmend
tételek felhasznalasaban megoldoéinknak fokozott koriiltekintést ajanlunk.)

II. megoldas az a) részre. Bevezetve a z = 2° 1j ismeretlent (1) valos gyokeit fel is irhatjuk. Az igy adodo
2% = 12322 + 1 = 0 egyenletbsl

210 = j:\/61,5 +14/61,5% — 1, 234 = i\/61,5 — /61,52 —1,

mind a négy gyok valos. Es mivel barmely valos z mellett az 2° = z egyenletnek csak egy valos gydke van, azért (1)-et
csak a kovetkezs négy valos szdm elégiti ki:

T19 =+ 1§/61,5 +4/61,52 =1,  mz4=+ 1§/61,5 — /61,52 —1.

Konnyt belatni, hogy ezek kiilonbozdk, és hogy koztiik fennéllanak a kovetkezs Osszefiiggések:

1+ a2 =23+ x4 =0, T1x3 = Toxg = 1, T1T4 = Toxz = —1.

Ezek szerint mindegyik (valos) gyok (—1)-szerese, reciproka és reciprokdnak (—1)-szerese ugyancsak gyok.
Katona Eva (Budapest, Ybl M. ép. ip. t. IIL o. t.)



