Feltehetjiik, hogy P az ABC haromszog csucsaitol killonbozd pontja k-nak, ugyanis az ellentétes esetben az allitas
nyilvanvaléan igaz: mindkét szorzat értéke 0. Megmutatjuk, hogy P-nek barmelyik oldaltél valé tavolsaga mértani
kozéparanyos az illetd oldal végpontjaiban hizott érintéktsl vald tavolsagoknak, pl. d? = tuty,.

Legyen P vetiilete az AB oldalon D., az A cstucsbeli e, érintén T,, a B-beli e, érintén Tj,. Egyelére feltessziik,
hogy T, nem azonos A-val, és D, nem azonos B-vel. Ekkor a PAT, és PBD, derékszogi haromszogek hasonlok, mert
PAT,, ill. PBD, hegyesszogiik egyenls. Ugyanis a PAT, hegyesszog k-ban keriileti sz0g, és igy szarai kozott a kisebb
PA iv fekszik. A PBD, sz6g a PBA keriileti szoggel vagy azonos — ha ti. D, a BA félegyenesen van —, vagy annak
kiegészits szoge — ha D, az AB oldal B-n tuli meghosszabbitasanak pontja (1-2. abra). A PBA sz0g az el6bbi esetben
hegyesszog, az utobbiban tompaszog, ezért szarai kozott k-bol a kisebb, ill. nagyobb PA iv fekszik. Ezért az els6
esetben PBA egyenlé a PAT, szoggel, a masodikban pedig annak kiegészit6 szoge. Igy a PBD, hegyesszog valoban
mindig egyenls a PAT, szoggel.

A bebizonyitott hasonléség alapjan

PT, t, PA

(1) PD. d. PB

Ugyanigy a PBTy, és PAD, derékszogi haromszogek hasonlosagabol

(2) Pl _t _PB
PD. d. PA’

végiil (1) és (2) Osszeszorzasabol

(3) Z = 1, azaz taty = d2.

Ezt akartuk bizonyitani.

A fentebbi PAT, és PBD. derékszogi haromszogek akkor és csak akkor fajulnak el a PA, ill. PB egyenesszakasszi,
ha P a k-nak A-val atellenes pontjaban van (3. abra). Ekkor a PAB derékszogl haromszog hasonldo PBTy-hoz, mert
A-nal, ill. B-nél levs szogiik a PB iven fekv§ keriileti szog, ennélfogva

PA:PB=PB:PT,

amibdl kozvetleniil kapjuk (3)-at. Hasonloan egyszeri a bizonyitas akkor is, ha P a B-vel atellenes pontban van.



3. dbra

Most mar (3)-at és a bettik megfelels felcserélésével adodo

tyte =d2,  toty, =di

egyenl&ségeket 0sszeszorozva,
2,2,2 2 72 52
tatbtc == dadbdc'

Innen pedig négyzetgyokvonassal, és figyelembe véve, hogy a szoban forgd tavolsiagok nem lehetnek negativok, a
bizonyitandé allitast kapjuk.

Megjegyzések. 1. Tobb dolgozat csak 1 — 1 konkrét helyzetre bizonyitotta a felhasznalt hasonldsdgot és ebben
esetenként mas-méas szogegyenldségre hivatkozott. Koziiliikk néhanyan legalabb emlitették, hogy mas helyzetben a
bizonyitasban lényegtelen médositasok sziikségesek.

2. Akkor is tobb eset szétvéalasztasara van sziikség, ha (3)-at egyetlen haromszog-par: PT, D, és PD_ T}, hasonlosaga
alapjan kivanjuk bizonyitani, pl. a PD AT, és PT,BD. hurnégyszogek felhasznalasaval.

3. A (3) osszefliggést az 1961. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Verseny II. forduloja 2. feladatanall] ered-
ményébdl is kiolvashatjuk.
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