8 GF A

I. megoldas. A 871. feladatbanl] az ACy, C1B, ..., B1A szakaszokat, majd az «, (3, v szogek szinuszat kifejeztiik
az ABC héromszog a, b, ¢ oldalaival és t teriiletével. Ezekkel felirtuk az AB1C;, BC1A; és C Ay By haromszogek
teriiletét. Végiil ezek Osszegének t-bol vald levonasaval azt talaltuk, hogy az A1 B1Ci haromszog t; teriilete:

P 2abc
@b toleta)
Eszerint azt kell igazolnunk, hogy
t1 2abc 1
1 = = < Z.
(1) t (a+b)b+c)(ct+a) 4

a, b, ¢ pozitiv szdmok, ezért a két pozitiv szam szdmtani és mértani kozepének ismert nagysagviszonya szerint

b b 1
Vab < a—2i- ,  masképpen a\/—ﬁ_b < 3
Hasonléan
\/% < a) \/a < la
b+c 2 c+a ~ 2

és az egyenlGségi jel csak akkor érvényes, ha a megfelels két szam egyenls. E harom egyenlGtlenség szorzatat 2-vel
szorozva éppen az (1)-beli egyenl6tlenséget kapjuk.
Ezzel az allitast igazoltuk. EgyenlGség csak a = b = ¢ mellett, tehat szabalyos haromszog esetében all fenn.
Szdts Miklos (Budapest, Corvin Matyas g. IV. o. t.)

II. megoldas. Tegyiik fel, hogy a < b és jeloljiik az AB oldal felez6pontjat F-fel. Ekkor

b
BOlf a4 c <

= . = A
a+b T a+b ¢=04,

tehat C; vagy a BF szakaszon van, vagy egybeesik F-fel.

Legyen a C-b6l hizott magassiag m. Ezzel Ay és Bi-nek AB-t6l valo d,, dp tavolsagara
B4 cm AB; cm

d, = -m = , = m=—
BC m b+c b AC m a+c

tehat d, < dy. Ezért az A1 B; egyenes AB-t a B-n tili meghosszabbitasan metszi, vagy parhuzamos vele. Ezek szerint
C1 nem lehet tavolabb az A; By egyenestdl, mint I, igy a k6z6s A1 By alapa A1 B1Cy és A; B1F haromszogek teriiletére
— a teriileteket ugyanugy jelolve, mint magukat a haromszogeket —:

(2) A1B101 < AlBlF.
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F-nek A Bp-t6l valo tavolsaga egyenlé A és B ugyancsak A; Bi-t6l mért tavolsdgainak szamtani kdzepével, ezért
(3) 2A1B1F = A\B1A+ A1 By B.
Most mar (2) és (3)-bol:
(4) 2A4,B,Cy = 2t; < A|BjA+ A, B, B.

Eredményiink az a < b feltevéstdl fiiggetleniil érvényes, mert benne az A és B pontok egyenls szerepet jatszanak. Ezért
hasonléan

2t < BiC1B + B1C1C,
2t1 < C’lAlC + ClAlA.

Ezeket (4)-gyel osszeadva a bal oldalon 6¢; all. A jobb oldali 6 haromszog a benniik el6fordulé azonos szogfelezdsza-
kaszok szerinti parokban Osszeillesztve 3 négyszoget fed le (2. abra). Ezeket masik atlojuk mentén kettévagva a részek
3-szor fedik le az A; B1C:1 héromszoget, és egyszer-egyszer az AB1Cy, BC1 A1, C A1 By haromszogeket. Tehat a jobb
oldali haromszogekkel az ABC haromszog egyszer, az A; B1C1 pedig tovabbi 2-szer van lefedve:

(AA1 By + AALCh) + (BBiCh + BB1Ay) + (CCh Ay + CCiBy) = AByALCi+
+BC1B1A1 +CAC1B; = AB;Cy + A1B1Cy + BC1A1 + CA1B; +2A,B.C; =
= ABC + 2A,B,(C}.

Eszerint 6t <t + 2t1, vagyis 4t; < t. Ezt kellett bizonyitanunk.
Egyenl6ség akkor és csak akkor all, ha mindegyik szogfelez6 a szemben fekvs oldalt a felezGpontjaban metszi, vagyis
ha az eredeti haromszog szabalyos.
Bollobds Béla (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. IV. o. t.)
Juhdsz Istvan (Budapest, Madach I. g. IV. o. t.) és
Novdky Béla (Budapest, 1. Istvan g. IIL. o. t.) dolgozatabol

III. megoldas. Bebizonyitjuk a kovetkezs altalanos tételt: Ha Ay, By, C1 az ABC hdromszég BC, CA, AB
oldaldnak belsdé pontja, és az AA1, BBy, CCy szakaszok egy pontban metszik egymdst, akkor az A1B1Cy hdromszdg
terilete nem nagyobb az ABC hdromszdg teriletének 4-edrészénél.

Legyen AOl = Cq, ClB = C2, BAl = aq, AlC = ag, OBl = bl, BlA = b2. Ekkor a teriiletek fenti Jelolésével

1
ABC = —(by + b2)(c1 + ¢c2) sina, AB.Cq = §bgcl sin c,

N | =

tehat
bg C1

(b1 + b2)(c1 + c2)

AB.C, = - ABC.



Hasonl6 Osszefiiggést irhatunk fel BC1 Ay és C Ay By-re. Ezekkel

A1B1Cy = ABC — AB1Cqy — BC1A1 —CA1B; =
bacy Caa1 azbq
= ABC |1 - — — =
(bl + bg)(cl + 02) (01 + Cz)(al + ag) (a1 + az)(bl + bg)
airbici + asbaca

(al + az)(bl + bz)(cl + 02) ’

= ABC -

ennélfogva allitdsunk a kovetkezs:
arbicy + azbaco

(a1 + az2)(b1 + b2)(c1 + c2)

Ceva tétele szerint a1b1c; = agbace, ezért a szamlald igy alakithato:

1
< -.
!

a1b101 + CLQbQCQ = 20,1()161 = 2\/@%()%6% =2 alagblbgclcg.

Most méar az allitas atrendezésével addédo

Vaaz  Vbiby cic <1
a1 +az by+by c1+co ™
2 2 2

egyenl6tlenségrol a szamtani és mértani kdzép nagysagviszonydra mar idézett tétel alapjan nyilvanvald, hogy helyes.
Atalakitasaink forditva is érvényesek, ezért az allitas helyes.
Eredményiink érvényes az eredeti feladatra, mert a szogfelez6k egy pontban metszik egymést. Ezzel az allitast
bebizonyitottuk.
Molndr Emil (Gy6r, Révai M. g. IV. o. t.)

Megjegyzések. 1. Az allitast igy is kimondhatjuk: ha A;, B1, C1 a BC, CA, AB oldal olyan bels§ pontja, amelyre
BA; : A1C =k :1,CBy: BiA=1:m, és ACy : C1B = m : k, akkor az A; B1C1 A teriilete legfeljebb 4-edrésze az
ABCA teriiletének.

Juhdsz Istvan (Budapest, Madach I. g. IV. o. t.)

2. A felhasznalt altalanos tétel szamitas nélkiil is bizonyithat6. Legyen az AB, BC, C' A oldalak felez6pontja Cy,
Ay, By, a haromszog sulypontja S. A silyvonalak 6 részharomszogre bontjak a haromszoget. Tegyiik fel, hogy az AA;,
BB, CCi egyenesek P metszéspontja az AS By részharomszoghen van (ez a betiizés alkalmas valasztasaval elérhetd).

Igy Ay a CAg szakaszon, B, pedig az ABj szakaszon van. Ha egybeesnek Ay ill. Bg-lal, akkor P azonos S-sel,
tehat C is Cp-lal és az Ay BoCy haromszog teriilete az ABC haromszogének negyedrésze. Ha Ay és By koziil legalabb
az egyik kiilonbozik a megfelels oldal felezépontjatol, akkor az A; By egyenes az AB oldal A-n tali meghosszabbitasat
metszi, igy ha Ci-et tavolitjuk az AB oldal mentén A-t6l (A;-et és Bi-et valtozatlanul hagyva, tehat nem tigyelve arra,
hogy AA;, BBy, CC; tovabbra is egy ponton menjen keresztiil), akkor az A; By egyenestdl valo tavolsaga novekszik.

Legyen C* az Aj-en 4t AC-vel parhuzamosan htizott egyenes metszéspontja az AB oldallal. Megmutatjuk, hogy
az AC*AC trapéz AA; és CC* atloinak P* metszéspontja a BBg silyvonalra esik. BBy felezi az A1C* sza-
kaszt. Legyen a metszéspontjuk Q. Ekkor AByP* és A;QP* hasonlé haromszogek (megfelels szogeik egyenlsk), s
igy AP*/A1P* = ABy/A1Q = (AC/2)/(A1C*/2) = AC/A,C*. De tudjuk (az AP*C és A; P*C* haromszogek hason-
l6sagabol), hogy ugyanilyen aranyban osztja AA;i-et a CC* atloval vald metszéspont is, tehat CC* a P* pontban, s
igy a BBy stlyvonalon metszi AAj-et, — és ezt allitottuk.

Most méar kozbeiktatott haromszogek felhasznalasaval Gsszehasonlithatjuk az A; B1Cy és AgBoCy haromszogek
teriiletét. Ha P* azonos P-vel, akkor C* azonos Ci-gyel, s igy az A; B;C* haromszog ugyanaz, mint A; B1Cy. Ha P* a
P A; szakasz belsejében van, akkor egyszersmind a BC'Cy haromszogben van, s igy C* a C1 B szakaszhoz tartozik, tehat
messzebb van A-t6l, mint C1, s igy az A; B1-t6l valo tavolsaga nagyobb, mint C1-é; ennek folytan az A; B;Cy haromszog
teriilete kisebb, mint A; B1C*-é, az utébbi pedig megegyezik az Ay BoC™ haromszogével, mert A;C* parhuzamos AC-
vel.

Ez a haromszog egybe eshet AgBoCop-lal (ha P az AS szakaszon s igy A; az Ao pontban van). Ha kilonbozik
t6le, akkor A; a C'Ag szakasz belsejében van, s igy C* az ACy szakasz belsejében. Ekkor C* By a BC oldal C-n tuli
meghosszabbitasat metszi, igy A; kozelebb van C* By-hoz, mint Ag. Igy — a haromszogek teriiletét ugyanugy jeldlve,
mint a haromszogeket magukat — azt nyertiik (tekintettel arra is, hogy AgBy || AB), hogy

1
A1B1C1 < A1 B1C* = A1 BoC* < AgBoC* = AgBoCy = ZABC'
Ezzel allitasunkat igazoltuk. Az els6 lépésben csak akkor nem nagyobbitunk, ha P a BBy stlyvonalon van, a

harmadikban pedig akkor, ha P az AAq stulyvonalon is van, tehat egyenlség csak akkor allhat, ha P a haromszog
silypontja, és ekkor valéban az egyenlGségjel érvényes.



