I. megoldas. Legyenek az ABCD négyszognek az A, B, C, D csucsnal fekvs, szogei a, 3, v, 6, oldalai AB = a,
BC =b,CD =c¢, DA=d, atloi AC = e, BD = f, a koztiik levs szog ¢, végil a teriilet ¢ (1. abra).

1. dbra

— A BDA és BDC, valamint ACB és AC'D haromszoégparokbol az atlok négyzetére

(1) f?=a*+d*—2adcosa = b + c* — 2bccos,
(2) e? =a® +b* — 2abcos B = c* + d* — 2cd cos ,
és innen
Lo oy Llos 5
(1a) adcosa—bccos*y:i(a _C)_ﬁ(b —d),
1 1
(2a) abcos 8 — cdcosd = g(a2 — )+ 5(()2 —d?).

Ugyanezen haromszogparokbol a teriilet 2-szeresére
(1b) adsina + besiny = 2t,
(2b) absin § + cdsin§ = 2t.

(1a) és (1b) az « és y-ra, (2a) és (2b) a [ és J-ra nézve olyan tipusi egyenletrendszer, amilyet az 1076. feladatban
adott szamokkal megoldottunk, ugyanis barmelyik szdg koszinuszanak és szinuszdnak egyiitthatoi abszolat értékben
egyenlc’ik

A megoldasi eljdrds vazolasa céljara az egyilitthatokat egy—egy 4j betiivel jelolve két rendszeriink kozos altalanos
alakja:

(3) Ecosz — Feosy =G,
4) Esinz + Fsiny = H.

Az 1076 /I-beli gondolatmenettel kiiszoboljik ki y-t, felirva azt, hogy cosy és sin y kifejezéseinek négyzetosszege 1-gyel
egyenlS. Mindjart F%-nel szorozva:

(Ecosz — Q) + (H — Esinz)® = F?,
(5) 2EG cosz +2EH sinz = H> + G* + E* — F2.

Ilyen tipusu egyismeretlenes trigonometriai egyenlet megoldasat ugyanott az a) részben lattuk. Ismét aj bettikkel
altalanos alakja:

(6) Jcosz + Ksinz = L.
A bal oldal egyik tagjat kiilonvéalasztva, majd négyzetre emeléssel x egyik fiiggvényére masodfoku egyenletet kapunk:
J?cos’z = J% — J?sin®x = L? — 2K Lsinx + K?sin® z,
(J?2 + K*)sin®z — 2K Lsinz + L? — J? = 0, (J? + K* #0)
ahonnan sin z-re, majd (6) alapjan cos z-re

KL+ JVJ?+ K?—L?

(7 sinx =

J2_|_K2
(8) cos L—Ksinz JLFKVJ2+K2-12
xr = =
J J?2 + K?

!Lasd ezen szamban, 119. 0. Az elGjelek is mindkét rendszerben az egyik szdgre egyenlSk, a masikra ellentétesek; ez azonban lényegtelen,
hiszen pl. o és v ezen megkiilonboztetett szerepe (la)-nak (—1)-gyel valo szorzasaval felcserélédik.



Ez J? + K? - L2 § 0 esetén z-re 2, 1, 0 valés megoldast ad, és — mint az 1076 /1. megoldasban lattuk — nincs sziikség
idegen gyokok eltavolitasara. Ezekbdl (3) és (4) alapjan egyértelmien megkapjuk a megfelels y-t.

Ezzel megadtuk az eljarast a szogek kiszamitasara. Ezekbdl az atlok (1) és (2) alapjan szamithatok. Végiil az atlok
hajlasszogére

1, . ) . 2t

(9) t= 2efsma—bol sine = r
Ugyanis az atlokkal a csicsokon at huzott parhuzamosok egy e, f oldala és e szogl paralelogrammaét hataroznak
meg, és ezt az atlok négy paralelogrammara bontjak. Ezek mindegyikének egyik atloja a négyszog egyik oldala, és igy
teriiletiik Osszegének fele adja a négyszog teriiletét.

Szamadatainkkal az «, v szogparra E = ad = 8, F = bc = 18, G = (a®> — ¢* — b*> +d*)/2 = 10, H = 2t = 20.
Ezekbdl © = a céljara J = 2EG = 160, K = 2EH = 320, L = H> + G* + E? — F? = 240, tehat 80-nal egyszertsitve
(6), (7) és (8) igy alakul:

. . 6++11 3F2v11
2cosa+4sina=3, sina=—, cosa=———,
10 10
ahonnan o; ~ 111,30°, as =~ 15,56°. — A (3) és (4)-nek megfelel§ egyenletekbdl
38 F 2v11 ~ —19F4v11

v~ 135,81°, 4y = 97,32°.

siny =

a5 8T 5

A B, § szégparra x = (-val hasonléan F = ab =3, ' = ¢d = 48, G = —45, H = 20, majd J = —270, K = 120,
L =130, és igy —27 cosx + 12sinz = 13, ill. 873 sin?®  — 312sin § — 560 = 0-bol

. 52 + 7211 —117 + 32+/11 , o . o
smﬂ_T, osﬂ—2—91, B ~92,14°, " =~ 219,93°,
végiil
236 F 9v11 531 £ 411
sind = %, cosd = TR 8 ~20,74°, 6" ~ 27,18°.

Mivel 8 és § szamitasa fliggetlen « és v szamitasatol, viszont az o+ 8 + v + § = 360° Osszefiiggésnek teljesiilnie
kell, azért az Osszetartozo értékparokat préobaval kell megallapitanunk.

a1 + 1 A 247,11°, B+ 6 ~112,88°,
Qo + 2 A~ 112,88°, B + 6" ~ 247,11°,

ezért egyrészt az o, y1 par a 8, &' parral, masrészt az as, Y2 par a 87, 8" parral alkot egy megoldast.

Ez a megfelel6 parba éllitas altaldban is lehetséges, és az észrevehet6 (aq+v1)+(ae+72) = (B'+6")+(8"+6") = 360°
Osszefligges is mindig fennall. Ha ugyanis az 1076 /II. megoldashoz {6z6tt megjegyzés eljarasaval az (1a), (1b), ill. (2a),
(2b) rendszerekbdl kiszamitjuk cos(a+7)-t, cos(5+9)-t, akkor egyrészt mindegyikre egyetlen értéket kapunk, masrészt
ez a két érték egyenld. Valoban, az egyenletparokat négyzetre emelve és Osszeadva

a’d? — 2abed cos(a + ) + b2c? =
2

— (@ - )’ - %(cﬂ — )0 —d?) + i(b2 —@?)” 42,

a®b? — 2abed cos(B + 6) + *d* =

FNgr.

1 1 1
= (@ - A)? + 5@ =)~ )+ (0 - d)” + 442,

és innen, csekély atalakitassal

8abed cos(a 4 y) = 8abed cos(B + 0) = 2(a? + ¢2)(b* + d?) — (a® — 02)2—

— (0% — d?)® — 162

Szamadatainkkal cos(a + ) = cos(8 + ) = —7/18 =~ —0,3889.
Most méar az atlokra (1) és (2)-bol

1

f?=65—16cosa = 45 — 36 cosy = 5(301 +16V11),
4

e =10 — 6cos 3 = 100 — 96 cos § = 57 (301 16V/11),

amibél e, ~ 3,198, f1 ~ 8,415; es ~ 3,822, f, ~ 7,042.



Innen (9) céljara
2 02 2 2
=——(301" —16"-11) =4-181
P2 = = ) ,
és igy sine = 10/v/181, amibdl az atlok kozti hegyes szog mindkét megoldasra e ~ 48,01°.
Eredményeinket 6sszefoglalva

a1 = 111,30°, 1~ 92,14°, v~ 135,81°, 61 ~20,74°, & ~48,01°%
ag &~ 15,56°, B2 &~ 219,93°, 9 & 97,32°, do 7 27,18°, £~ 48,01°;
e1 ~ 3,198, f1 ~ 8,415;
es =~ 3,822, fa = 7,042.
A masodik megoldas B-nél homoru sz6gt négyszoget ad (2. abra), az AC atlo a négyszogon kiviil fekszik, a négyszog
teriiletét az AC'D és AC B héaromszogek teriiletének kiilonbsége adja.

(2b) igy is érvényes, ekkor ugyanis sin S negativ.
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II. megoldas. A négyszog teriilete egyenls az AC'B és AC'D haromszogek teriiletének Gsszegével. Ez utobbiakat a
Heron—képlet felhasznalasaval az oldalakkal és az AC = e atloval kifejezve egyenletet kapunk e-re (4-gyel szoroztunk):

4t=\/(a—i—b—i-e)(a—l—b—e)(e—i—a—b)[e—(a—b)]—i—

—|—\/(c—i—d—l—e)(c—l—d—e)(e—i—c—d)[e—(c—d)} =
= Vla+6)? =] [ = (a— 1] +\/[(c+d)* = ][ — (c— )]

Az egyik gyokos kifejezést killonvalasztva négyzetre emelés utan e* kiesik, és csak egy gyokos kifejezés marad az
egyenletben. Ismét kiilonvalasztassal négyzetre emelés utan e2-re masodfoku egyenletet kapunk. — A szamadatokkal
V(16 — e2)(e2 — 4) + /(196 — e2)(e2 — 4) = 40,
—et 4 200e? — 784 = 1600 — 801/ (16 — €2)(e2 — 4) — e* 4 20e* — 64,
44/(16 — e2)(e2 — 4) = 116 — 9¢?,
—16€* + 320e? — 1024 = 13456 — 2088¢? + 81e?,
97e* — 2408¢% 4 14480 = 0,

amibdl a fenti értékek adodnak.

Hasonléan szamitva f-et, a szogek a részharomszogekbsl koszinusz tétellel szdmithatok. Szamithatok az atlokkal
kettévagott szogek részei is, pl. a BAC és D B A szogek és ezek 6sszege a BM C szog. Csak azok az e, f Osszeparositasok
megfelel6k, amelyekkel az ABD haromszogb6l szamitott BAD< egyenls az ABC' és ADC-bd6l szamitott BAC és DAC
szogek Osszegével, ill. kiilonbségével.
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