Jeloljiik az adott egyenest e-vel, az adott kort kg-lal, kdzéppontjat O-val, sugarat ro-lal, és legyen egy a ko-t és e-t
érinté kor k, kézéppontja M, sugara r, érintkezési pontja ko-lal T', e-vel U. Tekintsiik az M koézéppont koril MO = r*
sugarral irt k* kort. Fel fogjuk hasznalni, hogy k* érinti az e két oldalan, t6le ry tdvolsagban hizott parhuzamosok
egyikét. Allitasunkat e és ko kolcsonds helyzete, valamint k és ko kiilsé vagy belsé érintkezése szerint kiilon—kiilon
bizonyitjuk.

I. Legyen O-nak e-t6l valo d tavolsdga nagyobb, mint rg. Ekkor kg minden pontja az e-vel kettévagott sik egyik
félsikjan van. Legyen ez Fi, a mésik félsik pedig Fo. Az érintés miatt k csak az Fy félsikban lehet.

1. dbra

a) Ha k és, ko kiviilrl érintik egymast (1. abra), akkor r* = MO = MT +TO = r+ro > r. gy k* atnyulik Fh-be,
az MU félegyenesen levé U™ pontja az Fy-ben van, e-t6l UU* = MU* — MU = r* —r = rq tavolsagban. Ezért a k*-ot
U*-ban érints egyenes azonos az Fy-ben, e-t8l 7o tavolsdgban huzott eo parhuzamos egyenessel. Eszerint M egyenld
tavolsagban van O-t0l és es t6l, igy csak azon ps parabolan lehet, melynek fokusza O, és irdnyvonala es. E parabola
minden pontja Fi-en van és kg-on kiviil, mert O-nak es-t6l valo tavolsaga d + 1o > 2rp, és a parabola cstcsa es-t6l is,
O-t06l is fele ekkora, vagyis ro-nal nagyobb tavolsagra van, marpedig a parabola pontjai koziil a csics van legkdzelebb
a fokuszhoz és az irdnyvonalhoz.

Forditva, legyen M a ps egy pontja, e-n és es-n levé vetiilete U, ill. U™, és a MO szakasznak kg-on levs pontja 7.
Igy MO = MU*, és MT = MO — OT = MU* —UU* = MU, ezért az M koriil MT sugarral irt kor érinti ko-t és e-t,
tehat M pontja a keresett mértani helynek.

2. dbra

b) Ha viszont k és ko beliilr6l érintik egymast (2. abra), akkor k magaba foglalja ko-t, és igy r > ro, mert az
ellentétes esetben kg belsejében volna e-beli pont, ti. U. Eszerint MO = r* = MT — OT = r — ry, és igy k*-nak az
MU sugéron levé U* pontja r — r* = 1y tavolsidgra van e-t6l, és pedig azon a félsikon, mint M, vagyis Fi-en. Tehéat
k* az U*-ban érinti az e-t6l rg tavolsagra levs e; egyenest. Ezekbol a fentiekhez hasonléan latjuk, hogy M azon a
p1 parabolan van, melynek fokusza M, irdnyvonala e;, tovabba hogy e parabola minden pontja a mértani helyhez
tartozik.

Ezek szerint, ha kyp nem metszi e-t, akkor a keresett mértani helyet az a két parabola, p; és ps alkotja, melyek
fokusza O, iranyvonaluk pedig az e két oldalan ry tavolsagban hizott e, eo parhuzamos.



I1. Ha ko érinti e-t E-ben (3. abra), akkor minden az e-t E-ben érinté kor megfelels, tehat az e-re E-ben &llitott
m meréleges része a mértani helynek. — Ha k nem E-ben érinti ko-t, akkor T' és vele k is Fij-en van, ko-t tartalmazo
félsikon. Tovabba E a k-n kiviil van, ezért k és ko csak kiviilrél érinthetik egymast. Igy I. a) meggondolasunk itt
is érvényes, a mértani helyet m és po alkotja, az E pont kivételével (E egybeesik py csucsaval. m a p; parabola
elfajulasanak tekinthetd, mert e; atmegy O-n.)

IIT1. Ha ko és e metszik egymést A és B-ben, akkor k és M mindkét félsikon lehet.

a) k és ko kiilsG érintkezése esetén (4. dbra) MO = r* =r 419 > r, ezért U* a k-t nem tartalmazo félsikon van,
mindenesetre e; és ey valamelyikén, tehadt M a p; és ps valamelyikének pontja. De itt p; és pa-nek csak a kg-on kiviili
pontjai jonnek tekintetbe. Mivel A és B mindkét parabolan rajta van, hiszen O, e1, es-t6l valo tavolsaguk rg, azért a
parabolak metszik kg-t, és igy AB iviik itt nem jon tekintetbe.

Latni fogjuk viszont, hogy k és kg bels érintkezése esetén M szaméra csak p; és pao-nek AB ive jon tekintetbe.
Ilyenkor ugyanis ko magaba foglalja k-t (5. abra), mert az ellentétes esetben k-nak e mindkét oldalan volna pontja,
ami lehetetlen.

Igy M benne van ko-ban, és MO = r* = TO — TM = ro — r. Ekkor k*-nak az az U* pontja van e, vagy es-n,
amelyet az MU sugar M-en tuli meghosszabbitasa metsz ki, mert erre UU* = UM + MU* = r + (rg — r) = ro.
Eszerint itt M gyanéant valéban csak a p; vagy pe-n, egyszersmind kg belsejében levé pontok szerepelhetnek.



A fentiekhez hasonloan lehet megmutatni, hogy A és B kivételével p; és pa minden M pontjdhoz tartozik a
kovetelményeknek megfelels kor; A és B-hoz 0-sugart, csak tagabb értelemben vett kor tartozik. Ezek szerint a mértani
helyet itt is p; és po alkotja, A és B kivételével.
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