a) Az egyenletrendszer megolddsa: Az
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Osszefiiggés alapjan elegendd a jobb oldali els6 tagot kifejezniink a, b, ¢ segitségével. Az adott egyenletekbdl viszont az
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kifejezése remélhetd, mert egyenleteink igy irhatok:

(1) s+t=a,
(2 t+r="b,
(3 r+s=c.
Innen

20r+s+t)=a+b+c,

tehat
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1
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1
(6) t:i(cH—b—c).
A keresett kifejezésés r, s, t kozt mostméar az
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Hasonloéan — pl. y/x =r/s, z/x = r/t felhasznalasaval

_ 2ab + 2ac + 2bc — a® — b2 — 2

® 2(a—b+c) ’

2ab + 2ac + 2bc — a? — b% — 2

(9) z = .
2(a+b—rc)

Hallgatolag feltettiik mindenek el6tt, hogy az (1)—(3) egyenleteknek értelme van, tehat x4y + z # 0; tovabba hogy
az osztasokat elvégezhetjik, vagyis hogy (4), (5) és (6) egyik oldala sem 0, tehat a +b—c¢, —a+b+c¢, c+a—1b és z,
y, z 0-t0l kiilonboz6k. Most megvizsgaljuk, mi a helyzet, ha ezek kozott egy vagy tobb 0 érték lép fel.

Tegyiik fel, hogy pl. a + b — ¢ = 0. Ekkor (6) szerint t = zy/(x + y + z) = 0, tehat x és y koziil legalabb az egyik,
és igy r és s koziil, s veliikk egylitt —a + b+ ¢ és a — b + ¢ koziil is legaldbb az egyik 0. Legyen —a + b+ ¢ = 0, de
a—b+c#0,igy 6sszeadassal 2b = 0, b = 0, ebbdl egyrészt a — ¢ = 0, masrészt a + ¢ # 0, tehat a = ¢ # 0. Méasrészt
s#0,r=1t=0, tehat y =0, xz # 0. Ezért (1) és (3) azonossa valnak:
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és ennek szamtalan sok megoldasa van: barmely a 0-t6l kiilonb6z6 v szammal megoldas a kovetkezs szdmhérmas:

av

11 - =0 - .
(11) z=v, y=0  2=-——

Ha pedig a+b—c = —a+b+c = a—b+c = 0, akkor mindharmat 6sszeadva a+b+c = 0, tehat a = b = ¢ = 0. Ebbél
kovetkezik, hogy barmely 0, 0, v szamharmas, ahol v # 0, barmely sorrendben megoldasa a rendszernek. Ugyanis pl.



(2)-bél vagy y = 0 és z+x # 0 (mert ha még z + x = 0 is all, akkor x +y + z = 0, tehat az egyenletrendszernek nincs
értelme), vagy pedig z +x = 0 és y # 0. Az elsS eset ismét (10)-re vezet, de a = 0-val, tehat 2z =0, és igy 2 =v # 0
valasztassal z = 0. A méasodik esetben pedig (1) és (3) kiilonbségét véve (z — z)y = 0, tehat © — 2z = . + z = 0, amibdl
r=2z2=0,y#0.

Tekintsiik végiil annak lehetSségét, hogy x +y + 2 = 0 (feltéve termeészetesen, hogy (4), (5) és (6) jobb oldala 0-t6l
kiilonbozG). x, y és z kozos szamlalojat K-val jelolve és kiemelve (7)—(9)-b6l
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A zarojelben kozos nevezdre hozéssal a szamlalo

[a® — (b—c)z} + [v* - (c—a)ﬂ + [¢* - (a—b)ﬂ =
= 2bc + 2ca+ 2ab — a® — b* — ? = K,

eszerint « + y + z = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha K = 0.

Osszefoglalva: ha K = 0, akkor a rendszernek nincs értelme. Tovabb b+c—a, c+a—b és a+b—c értéke vizsgalando.

Ha egyikiik sem 0, akkor a megoldast (7), (8) és (9) adja: z, y, z egyike sem 0;

ha koziiliikk pontosan egy 0, akkor nincs megoldas;

ha kett6 0 (ez az eset konnyebben felismerheté abbol, hogy a, b, ¢ egyike 0 és a masik ketts egyenls, de 0-t6l
kiilénb6z6), akkor végtelen sok megoldas van, a megoldas tipusat (11) adja, x, y, z koziil pontosan egynek értéke 0;

ha pedig mindharom 0, (ez az eset konnyebben felismerhet arrdl, hogy a = b = ¢ = 0), akkor is végtelen
sok megoldas van, z, y, z kozil pontosan ketts 0, a harmadik pedig (és ez barmelyikiik lehet) tetszés szerinti 0-t6l
kiilonb6z8 szam.

Nagy Csaba (Budapest, Jozsef A. g. IV. o. t.)

b) Egész megolddsok keresése. Egész x, y, z-t eredményezs a, b, ¢, szdmharmasokat tgy kapunk, hogy a megva-
lasztott x, y, 2-bol (1)—(3) alapjan a, b, c-t kiszamitjuk. (Nem lehet azonban = + y 4+ z = 0.) Bar a feladat ezt nem
irja elg, ilyen tulajdonsagi egész a, b, ¢ szamhéarmasokat is kaphatunk. Ugyanis az el6bbiek szerint szamitott a, b, ¢
nevezGje, esetleges egyszertisités el6tt, x + y + 2. Marmost z, y, z helyére az 2’ = z(z +y + 2), v = y(z +y + 2),
2 = z(x + y + 2) szamharmast véve az (1)—(3)-beli szamlalok (z + y + z)*-szeresei, a nevezdk (z + y + z)-szeresei az
el6bbieknek, igy a, b, ¢ helyére x + y + z-szereseik, vagyis egész szamok lépnek.

Csipka Ldszlo (Budapest, I. Istvan g. IV. o. t.)

Megjegyzések. 1. A gyokok (7)—(9) kifejezései a diszkussziora célszertek. Kiszamitasuk azonban konnyebb a kovet-
kez6 alakokbol
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Felszeghy Tamds (Debrecen, Kossuth L. gyak. g. IIL. o. t.)
2. Egyszertibb eljarast adhatunk K vizsgalata helyett is. Tekintsiik K = 0-t egyenletnek a-nak b és c-bdl vald
kiszamitasara.
(12) K =—a*+2(b+c)a— (b—¢)* = 0-bol
(13) a1=b+c+2\/b_=(\/5+\/5)2, a2:b+c—2\/b_=(\/5—\/5)2,

tehat a gyoktényezds alak alapjan, majd a = (\/5)2—ne1 a négyzetek kiilonbségét szorzatta alakitva

K=-[a—(Vb+v0)][a—(Vo-vo)] =
" = (Va+ Vo Vo—va+ Vb + VAW - Vi VoWa+VE - V),

Itt egyeldre feltettiik, hogy a, b, ¢ egyike sem negativ. De (13) els6 kifejezései akkor is valos szamok, ha b, ¢ negativ,
és ekkor ay, as is negativ, eszerint (14)-ben a, b, ¢ helyett abszolut értékiik veends. Konny(d belatni mashogy is, hogy
ha a, b, c kozott vannak ellentett jeltiek akkor K = 0. Valoban, ekkor a, b, ¢ koziil vagy pontosan egy, vagy pontosan
ketts negativ, és elég a kovetkezd eseteket tekinteni:

I. a<0;b, ¢>0 II. a>0; b, ¢<0 (béscegyike 0 is lehet).

Egyik esetben sincs (12) bal oldalan pozitiv tag, de negativ van, tehat K < 0.

Azt nyertiik, hogy K-t elég akkor vizsgélni, ha a, b, ¢ kdzott nincs két ellentett jeld szam. Es (14) szerint K akkor
és csak akkor 0, ha a, b, ¢ abszolut értékeinek pozitiv négyzetgyokei koziil valamelyik egyenls a méasik ketts Osszegével.
(PlLa=1,b=4,c=9esetén K =0.)



