a) Legyen az XY szakasz P felez6pontjanak az ABCD = L, ill. a vele parhuzamos A’B’'C’'D’ = L’ lapon levs
vetiilete Py, ill. Ps.
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A PP X és PPY derékszogt haromszogek egybevagok, mert P-nél levs szogeik cstucsszogek, és atfogoik egyenlsk,
ezért PPy = PP,, vagyis P mindig egyenl6 tavolsagra van L és L'-t6l. Ugyanezt jelenti a PX = PY egyenl6ség arra
az esetre, ha X az AC 4tlo K és Y a B'D’ 4tlo K’ felez6pontjaban van, mert ekkor XY = KK’ mer6leges L-re
(ekkor az emlitett haromszdgek elfajulnak). Ezek szerint a keresett mértani hely a kockdnak az AA’ élre mer6leges S
szimmetriasikjaban van.

Ha X-et rogzitjiik és Y végigfut B'D’-n, akkor P leirja az X B’D’ haromszog B’ D’'-vel parhuzamos kdzépvonalat,
melynek hossza B’ D’ /2. E szakasz szimmetrikus az ACC’ A’ sikra és a kocka kozéppontjatol valo tavolsaga X K/2. Ha
X végighalad AC-n, ez a szakasz a sajat irdanyara merdlegesen tolodik el, mert AC mer6leges B'D'-re; az eltolodés
hossza, mig X A-t6l K-ig, majd C-ig halad, AK/2 + KC/2 = AC/2 = B'D’/2. Tehat a szakasz altal leirt idom az
EFGH = @ négyzet, ahol E és H az X = A, F és G pedig az X = C helyzethez tartoz6 végpontjai a szakasznak,
az AB', AD', CB’, CD' lapbeli atlok felez6pontjai, a kocka oldallapjainak kozéppontjai. Eszerint P csak a @ négyzet
belsejében vagy keriiletén lehet.

Forditva, ha P a Q-nak egy tetszés szerinti pontja, akkor talalhat6 AC-n olyan X és B’D’-n olyan Y, hogy XY
felez6pontja éppen P, éspedig X-et a PB'D’ sik, Y-t a PAC sik metszi ki. Valéban, P, X, Y mindegyike benne van
mindkét sikban, tehédt egy egyenesben, a két sik metszésvonaldn vannak, és P felezi az XY szakaszt, mert X, P, Y
rendre az L, S, L' sik pontja.

Ezek szerint az XY szakaszok felez6pontjanak mértani helye a @) négyzet teriiletének minden (belsd és keriileti)
pontja.

Eredményiinket szemléletesen igy is kimondhatjuk: az XY szakasz mindig az ACB’'D’ = T (szabéalyos) tetraéder
belsejében, vagy valamelyik lapjan, vagy élén van, a keresett mértani hely pedig T-nek az S sikkal valé6 metszete.

b) Hasonléan adhatjuk meg a Z pontok mértani helyét. Ha Z vetiilete L é¢s L'-re Z1, Zs, akkora ZZ1X és ZZsY
derékszogi haromszogek hasonlok; atfogoik aranya 1 : 2, ezért Z-re az L és L'-t6l mért tavolsagok aranya mindig 1 : 2,
a mértani hely abban az L-lel parhuzamos S* sikban van, amely az AA’ oldalélt 1 : 2 ardanyban osztja. Kézenfekve
az a sejtés, hogy Z meértani helye a T-nek S*-gal valo metszete. Ennek a fentiekhez hasonlo bizonyitasat mellGzve
csak az eredményt mondjuk ki. Az AB’, CB’, CD’, AD’ 4tlokat 1 : 2 ardanyban oszt6é pontokat My, N1, No, Mo-vel
jeldlve Z mértani helye az My N1 NoMs téglalap minden belss és keriileti pontja. A téglalap oldalai: M; My = B'D'/3
és M1N1 = 2AC/3
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Megjegyzések. 1. P mértani helyét a kovetkez6 konnyen bizonyithato segédtétel alapjan is megkaphatjuk: Ha egy
XY szakaszt és P felez6pontjat (parhuzamos vetitéssel) valamely S sikra vetitiink, akkor P-nek P’ vetiilete felezi a
szakasz X'Y” vetiiletét. — Osszes XY szakaszainkat a fenti S-re vetitve csak azt kell belatnunk, hogy ha X’ az A”C”
és Y' a B” D" 4tl6 valamely pontja, akkor P’ amely itt azonos P-vel —, az EFGH négyzet belsejében vagy a keriiletén
van.

2. A segédtétel alapjan az 1. megoldastol fiiggetleniil agy is kereshetjiilk a mértani helyet, hogy XY szakaszain-
kat egyrészt L-re, masrészt a kocka valamelyik oldallapjara vetitjiik. Az utobbi esetben a vetiilet az oldallap L-lel
parhuzamos oldalfelezGje.

3. A legtobb versenyz6 csak azt mutatta meg, hogy P nem fekhet kiviil @Q-n, de nem bizonyitotta be, hogy Q
minden pontja valamely XY szakasznak felez6pontja.



