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I. megoldas: AB és C'D parhuzamossaga folytan az ABC' D négyszog trapéz. Legyen a C, D cstcs vetiilete AB-n
C', D, igy az ACC', BDD', ADD’ és BCC' derékszogii haromszdgekbosl Pythagorasz tételével
AC? = AC™? + CC"?, AD? = AD"? + DD"?,
BD? = BD"? + DD"?, BC? = BC™? + 0cC”™.

Ezekbdl (1) négyzetes tagjaira

(2) AC? + BD? — AD? — BC?* =
= (AC"? — AD"”®) + (BD"? — BC"),
és azt kell megmutatnunk, hogy itt a jobb oldal egyenls 2AB - C' D-vel.

Feltehetjiik, hogy az A-nal levs szog nem nagyobb derékszdgnél, igy a konvexség miatt az AB egyenesen A, D', ¢’
egymas utan kovetkezd pontok: AD' < < AC’. Ezért (2) jobb oldalanak elss kiilonbsége

(3) AC™ — AD™ = (AC" — AD')(AC' + AD') = D'C'(AC" + AD') =
= OD(AC" + AD').
A masodik kiilsnbség B, D’ és C’ kolcsonds helyzete szerint haromféleképpen alakulhat:
AD' < AC' = AB esetén (D'B — C"B)(D'B + C'B) = CD(D'B + C'B),
AD' < AB < AC" esetén (D'B — BC')(D'B + BC') = (D'B — BC')CD,
AB < AD' < AC" esetén (BD' — BC')(BD' + BC') = CD(—BD' — BC").
Ezt (3)-hoz adva C'D kiemelése utan a feltevés figyelembevételével a zardjelben mindig 2AB adodik. Evvel az éllitast

bebizonyitottuk.
Boénis Katalin (Budapest, Veres Palné lg. IV. o. t.)

Megjegyzések. 1. Elkeriilhetjiik az esetek szétvilasztasat, ha az atlok négyzetét a trapéz 4 rész—haromszogeébdl a
koszinusz-tétellel fejezziik ki, figyelembe véve, hogy cos DCB< = — cos ABC'< és cos ADC'<{ = — cos BAD<:

(4) AC? = AB* + BC? — 2AB - BC cos ABC4,
(5) BD? = AB? + AD* — 2AB - AD cos BAD<,
(6) AC? = CD? + AD* + 20D - AD cos BAD<,
(7) BD? = CD? + BC? +2CD - BC cos ABC.

Adjuk hozza (6) és (7) AB-szereséhez (4) és (5) CD-szeresét:

(AB + CD)(AC? + BD?) = (AB + CD)(AD? + BC?) + 2AB - CD(AB + CD), amibél a 0-t6l kiilonboz6 AB + CD-
vel osztva (1)-re jutunk. — Az esetek szétvalasztasat az tette elkeriilhetvé, hogy a koszinusz—tételrsl annak idején
megmutattuk, hogy hegyes-, tompa- és derékszogi haromszogre egyarant érvényes.

Nagy Irén (Dombovar, Gogos 1. g. IV. o. t.)

2. Lényegében ugyanigy keriilhetjiik el az esetszétvalasztast, ha abrankra koordinatarendszert helyeziink, és a
kifejezéseket a csticsok koordinataival allitjuk els.

Ldzdr Zsolt (Szeged, Radnoti M. g. IV. o. t.)
3. Az allitas a hurnégyszogre vonatkozd Ptolemaiosz—tétel felhasznéalasaval is bizonyithato.
Nagypdl Botond (Oroshéaza, Téncsics M. g. IV. o. t.)



II. megoldas. Az 1. megoldas jeloléseit tovabb hasznélva tiikrozziik az ABCD trapézt a BC oldal felez&pont-
jara, legyen A és D képe A*, D*, és alkalmazzuk az 1006. feladatl] elss tételst az ABA*C, BD*CD és AD*A*D
paralelogrammakra:

(8) 2AC? +2AB?* = AA*? + BC?,
(9) 2BD? +20D* = DD*? 4+ BC?,
(10) 2AD? + 2(AB + CD)* = AA* + DD*2.

Marmost (8) és (9) osszegébdl (10)-et kivonva rendezés és egyszertsités utan (1)-et kapjuk.
Molndr Emil (Gy6r, Révai M. g. IV. o. t.)
II1. megoldas. Az allitast vektoralgebrai uton bizonyitjuk.

A02+BD2:ﬁ+l§ﬁ:(@+ﬁ)2+(@—ﬁ)2:
:AD2+BC2+2§5-1@+2W—25&@:
— AD? + BC? 4+ 2(AD + DC + CB) - DC = AD? + BC? + 2AB - DC.

Ha mér most AB || CD, és a trapéz nem hurkolt, vagyis AB és DC' egyiranyuak, akkor
AC? + BD? = AD? + BC? + 2AB - CD,

amit bizonyitanunk kellett. Egyuttal a tétel altalanositasat kaptuk tetszés szerinti konvex négyszogre: ha az AB és
CD oldalak szbge ¢, akkor

AC? + BD* = AD? + BC? +2AB - CDcos ¢.
Kéry Gerzson (Sopron, Széchenyi 1. g. III. o. t.)

Megjegyzés. A bebizonyitott tétel és az 1006. feladat segédtétele felhasznalasaval kifejezhetjiik a trapéz alapa haséb
testatloinak négyzetOsszegét az éleivel.
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Ha az ABCD trapéz (AB || CD) alapt ABCDEFGH hasab oldalélei AE, BF, CG, DH, akkor a testatlok
négyzetosszege, mint az ACGE és BDHF' paralelogrammak atloinak négyzetosszege:

(AG? + CE?) + (BH? + DF?) = 2AC? 4+ 2BD? + 4AE? = 2AD? + 2BC? + 4AB - CD + 4AE? =
= (AD? + BC* + EH? + FG?) + (AE? + BF? + CG? + DH?) 4+ 2AB - CD + 2EF - GH.

Kunszt Zoltan (Papa, Tirr 1. g. IIL. o. t.)

1Lasd a megoldast K. M. L. 21 (1960) 20. o.



