I. Tekintsiik elGszor a metszéspontok szadméanak kérdését.

a) A H hétszog mindegyik oldalegyenesét a tobbi 6 oldalegyenes mindegyike metszi (1. abra, vastag), mert nincsenek
koztiik parhuzamosak, éspedig mindegyik mas pontban. Ugyanis H konvex, mindegyik oldalegyenesének az egyik
partjan fekszik, ezért a barmelyik két oldalegyenes altal létrejott 4 szogtartomany koziil csak egyben van pontja
gy, hogy ennek mindegyik szaran van cstucsa. Ha a szogtartomany csicsan egy harmadik oldalegyenes is Atmenne,
ez kettévagna H-t, ami lehetetlen. — A metszéspontok Osszes szama 7 - 6/2 = 21, mert a 7 - 6 szorzatban minden
metszéspontot 2-szer vesziink szamba.

7. dbra -

b) Kétféle atlo van. Az egyik féle egy cstcsbol a ra kovetkezs 2-ik csticshoz vezet, merdleges a kozbiilsG csticson
atmend szimmetriatengelyre, és igy parhuzamos az ezen cstccsal szemben fekvs oldallal (az abréan szaggatva). A méasik
féle atlo a kiindulasi cstcsot a ra kdvetkezd 3-ik csticesal koti Gssze, parhuzamos a kozbiilss 2 csicsot 6sszekots oldallal.
Mindkét féle atl6bol 7 van. A parhuzamossigok folytan a 14 4t16- és 7 oldalegyenes 3-aséaval 7 iranyt képvisel, barmelyik
két irany kozti szog a 180°/7 = e szognek egész szamu tobbszorose.

Marmost a 14 atl6 mindegyikét 12 masik metszi, éspedig 3 — 3 atlé6 1 — 1 csticspontban, mert H minden cstcsan
4 atlo megy at, a tobbi 6 kiilon-kiilon. Eszerint 14 - 6/2 = 42 metszésponton 2 — 2 atloegyenes megy at, a 7 csucsot
hozzajuk véve az atloegyenesek kiilonb6z6 metszéspontjainak szama 49.

¢) A 21 oldal- és atloegyenes mindegyikét 18 masik metszi, éspedig 5 — 5 az illetG egyenesen levs 2 csticsban, mert
H minden csicsan 6 egyenes megy at, a tobbi 18 — 2 - 5 = 8 kiilon-kiilon. Eszerint 21 - 8/2 = 84 metszésponton 2 — 2
egyenes megy at, és a kiillonb6z6 metszéspontok szama 84 + 7 = 91.

II. a) Harom egyenes csak akkor nem hataroz meg haromszoget, ha egy ponton mennek at, vagy ha van koztiik
parhuzamos. Az oldalegyenesek rendszerében ez egyetlen egyeneshiarmasra sem teljesiil, barmely kivalasztott 3 oldal-
egyenes haromszoget ad. A haromszog oldalegyeneseinek megvélasztasaban 1épésrdl 1épésre haladva az a oldalegyenest
H oldalegyenesei koziil 7-féleképpen valaszthatjuk, b-t a fennmaradtakbol 6, végiil c-t 5-féleképpen. Az igy adodo
7-6-5 = 210 megvélasztasban azonban minden haromszoget annyiszor vesziink tekintetbe, ahanyféleképpen egymas
utani oldalegyeneseit megbetiizhetjiik, vagyis 6-féleképpen:

Eszerint a kiilonb6z6 haromszogek szama 210 : 6 = 35.



b) Az el6z6 meggondolas mintéjara az atloegyenesek koziil a-t 14-, b-t pedig 14 — 2 = 12-féleképpen vélaszthatjuk
(mert az a-nak vett atloval parhuzamos atloval nem kapnank haromszoget). Ha a és b nem H valamely csicsaban
metszik egymast — a 14 - 12 lehet&séghol 1. b) szerint 14 - 6 esetben —, akkor ¢ gyanant a hatralevé 14 — 2 -2 = 10 mas
iranyu atlo mindegyike vehetd. A tovabbi 14 - 6 esetben a és b metszéspontjan még 2 atld megy at, ezért ¢ valasztasara
csak 10 — 2 = 8 lehetGség marad. Az igy szamba vett 14 -6 - 10+ 14 - 6 - 8 = 1512 haromszog ismét 6-onként csak
oldalainak sorrendjében kiilonbo6z6, igy a kiilonbozék szama 252.

¢) Mind a 21 egyenes koziil a és b 21 - 18-féleképpen valaszthato. Metszéspontjuk I. ¢) szerint 21 - 8 esetben nem
csicsa H-nak és 21 - 10 esetben cstcsa; ezért ¢ gyanant 21 — 2 -3 = 15, ill. 15 — (6 — 2) = 11 egyenes valaszthato, és a
kiilonb6z6 haromszogek szama (21 -8-15+21-10-11)/6 = 805.

IT1. Az egyenld szaru haromszogek hasonld megszamlalasa céljara megjegyezziik, hogy mivel szogeik € t6bbszorosei,
és osszegiik 180° = 7e, azért a fécstcsukban levs szog e-nak paratlan szamu tobbszorose. Igy barmely két egyenesiink
metszéspontja szerepelhet egyenld szart haromszog f6csicsa gyanant, mert az altaluk bezart 2-féle szog egyike péaratlan
tObbszordse e-nak, hiszen Gsszegiik paratlan tobbszorose neki. Ha a két szar egyenesét megvalasztottuk, akkor a koztiik
levé 2ke alaka szog (a f6cstcesnal leve kiilss szog) felezbje kijeloli az alap egyenesének iranyéat.

a) Az oldalegyenesek rendszerébdl a két szart a fentiekhez hasonloan 7 - 6/2 = 21-féleképpen valaszthatjuk meg.
Mivel minden metszésponton csak 2 oldalegyenes megy at, azért a szarakhoz a fentiek szerint meghatarozott alap-irdnyt
képvisel6 egyetlen egyenes nem megy at a szarak metszéspontjan, igy minden esetben 1 egyenld szari haromszoget
kapunk. Osszes szamuk 21, éppen annyi, mint az oldalegyenesek metszéspontjainak szama. Valoban, az el6z6k szerint
az oldalegyenesek minden metszéspontja 1 egyenld szara haromszogben szerepel f6csics gyanant.

b) Az atloegyenesek 42 olyan metszéspontjat véve f6cestics gyanant, amelyen csak 2 egyenes megy 4t — amely tehat
nem csicsa H-nak, — minden esetben 2 egyenlS szarti haromszoget kapunk, mert a fentiek szerint meghatarozott
alapirannyal 2 4t16 parhuzamos.

2. dbra

Ha pedig H valamely csucsat vessziik f6cstcsnak, a rajta atmend 4 atloegyenes kozil a 2 szarat 4 - 3/2 = 6-
feleképpen vélaszthatjuk. Ezek koziil 2 esetben a koztiik levs 2ke alaku szog felezGje ugyancsak atloegyenes, ugyanis
a 2. dbran q felezi az r és p kozti szoget, és r az s és g k6zottit; a tobbi 4 esetben ez nem all fenn. E 4 esetben a 2 széar
ugyancsak 2 atloval alkot egyenls szart haromszoget. A 2 kiemelt esetben viszont 1 — 1 haromszog elmarad. Igy H
mindegyik csicsa 4 -2+ 2 -1 = 10 egyenls szara haromszognek fGcsicsa. Az atloegyenesekkel meghatarozott egyenld
szart haromszogek Osszes szdma 42 -2 4 710 = 154.

3. dbra

¢) Hasonloan az atlo és oldalegyeneseknek mind a 84 olyan metszéspontja, melyen csak 2 egyenes megy at, 3 egyenld
szard haromszognek f6csicsa, mert a szarakkal meghatarozott alap-irdnnyal 3 egyenes parhuzamos. A H barmelyik
csicsan atmend 6 egyenes kozil (3. abra) a szarak 6 - 5/2 = 15-féleképpen valaszthatok. Az alap irdnya majdnem
minden esetben az illet§ csticson dtmend egyenesek kozott is szerepel, csak abban a 3 esetben nem, amelyben a 2
szar az illet§ csicsban hidnyzo egyetlen irdnyra tiikrds. Ebben a 3 esetben a 2 szar 3-féleképpen egészithets ki egyenld
szart haromszoggeé, a tobbi 12 esetben csak 2-féleképpen. Mindezek szerint az 4tlo- és oldalegyenesekkel meghatarozott
haromszogek koziil az egyenls szartak szama: 84 -3+ 7(3 -3 + 12 -2) = 483.

IV. A 7 masodik féle atl6 H belsejében egy kisebb H; szabalyos hétszoget hatarol (1. dbra), ezen az els§ féle
atlok nem mennek at, mert a kozépponttol tavolabb vannak, mint a masodik féle atlok. H; mindegyik oldaldhoz 1
— 1 egyenld szaru haromszog csatlakozik, ezek szomszédos parjai kozé 1 — 1 szimmetrikus 6tsz0g (Osszesen 7), majd
ezek kozé 1 — 1 deltoid illeszkedik, igy az els6 féle atlokkal hatarolt Hy szabalyos hétszog teriiletén 1+ 3 -7 = 22 idom
van. Egy els6 féle atlon kiviil 5 haromszog van (a lemetszett cstcsbol kiinduld 6 egyenes kozott); a széls6k azonban a
szomszédos elsg féle atlokhoz is hozzatartoznak, igy a H és Ho kozotti idomok szadma 7 -5 — 7 = 28. Az Osszes idomok
szama 22 4 28 = 50.

Knuth Eléd (Budapest, I. Istvan g. IV. o. t.)



Megjegyzések. 1. A megszamlalasokra tobb més lehetGség is van. Pl. a II. b) és ¢) részben a haromszog oldalegye-
neseinek irdnydt — a II. a) rész szerint — 35-féleképpen valaszthatjuk, ez utan a helyzetiket 2 — 2, ill. 3 — 3-féleképpen,
ezért 35 - 23, ill. 35 - 3% lehetGségre gondolunk. Igy azonban egy ponton atmend egyenesharmasokat is szamitasba vet-
tiink. Ezek kozos pontja mindig egy hétszogesiucs. Egy csuces 4 atloegyenese koziil a 3 egyenest 4-féleképpen, 6 Gsszes
egyenese koziil pedig — a II. a) szamlalashoz hasonlé meggondolassal — 6 - 5 - 4/6 = 20-féleképpen valaszthatjuk. Ezért
az elfajulas 7 -4, ill. 7 - 20 esetben all be, a valosagos haromszogek szama 35-2% — 7-4 = 252, ill. 35- 3% — 7. 20 = 805.

2. Erdekes, hogy az egyenld szart haromszogek szama az a), b), ¢) esetek mindegyikében tobb, mint fele az 6sszes
haromszogeknek (az a) és ¢) esetekben pontosan 60 %-a).



