I. megoldas: 1. A 971. feladatbanl] bebizonyitottuk, hogy a K (v/2, 1/3) pont koriil irt barmely kéron legfeljebb
egy racspont van, mas szoval, hogy nincs két olyan racspont, amely K-t6l egyenls tavol volna. A 971. feladat allitasa és
bizonyitésa érvényes minden olyan K pontra, melynek egyik koordinataja irracionalis, a mésik pedig olyan racionalis
szam, melynek tovabb nem egyszertisithet6 alakjaban a nevezd legaldbb 3. Mi a tovabbi meggondolasokat a fenti K
pontra fogjuk alkalmazni.

A sik racspontjainak K-t6l mért tavolsagai tgy rendezhetSk nagysig szerint ndvekvs sorozatba, hogy a sorozat
béarmely két tagja kiilonbozs. Jeloljiikk az n-edik tavolsagot a sorozatban r,-nel. Ha K koriil olyan r sugérral irunk &
kort, amelyre r,, < r < r,41, akkor k belsejében pontosan n racspont van, mindazok, amelyeknek K-t6l mért tavolsaga
T1, T2, ..., Tp. Minden méas racspont vagy k-n kiviil, vagy k keriiletén van (ha r = rp41).
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1. dbra

2. Alkalmazzuk a fenticket K(v/2, 1/3) és n = 10 mellett. Elkészitésiil tekintsiik K tavolsagat a K-t magaba
foglalo ABCD = N egységnyi racsnégyzet csucsaitol (1. abra), e négyzet oldalai az x = 1, 2 =2,y =0¢ésy = 1
egyenesek. A tavolsagok nagysagviszonyat megallapithatjuk kiszamitasuk nélkiil is. Espedig KA < KB és KD < KC,
mert K az AB és DC szakaszok koz0s fi felez6 merdlegesének, vagyis az x = 1,5 egyenesnek azon az oldalan van,
mint A és D, ugyanis K abszcisszdjara V2 < 1,5. Hasonléan AD-nek f, felezs merdlegese alapjan KA < KD és
KB < KC, tovabba BD-nek f, felezé mer6legese alapjan KB < KD, ugyanis f; egyenlete: y —x + 1 = 0, és itt a
bal oldal K-ra a B-vel egyenld jeli: 4/3 — V2 < 0és —1 < 0, masrészt ellentett jeld, mint D-re: 1 > 0. Ezek szerint
KA<KB<KD < KC.

Attérve az N -et magabafoglalo PQST = N racsnégyzet csticsaiban és oldalszakaszain fekvé racspontokra, egyrészt,
az el6z6khoz hasonléan KP < KQ < KT < KS, — masrészt az AC szakasz f3 felez6 merdlegesét (y + x — 2 = 0)
is felhasznalva — rendre f1, f3, fo és fy alapjan KE < KF < KG < KH < KJ, tovabba f4, f2, f3 és fi1 alapjan
KE<KO< KM < KL < KJ. Eszerint az EFGHJLMO = N3 nyolcszog csicsai kozill E van K-hoz legkdzelebb,
J legtavolabb.

Nyilvanvalo, hogy az N3 csicsaitol egységnyi tavolsagralevs, az N; és Ny cstcsaitol kiilonbozs Uy, Vi, Wa, ..., Z1, W)
racspontok vizsgalata utdn minden mas racsponttoél eltekinthetiink, mert K-t6l tavolabb vannak, mint a méar figyelem-
be vettek. E 8 pont koziil az eddigiekhez hasonléan Uy van legkbzelebb K-hoz, de PU; felezs merélegese (y—x+2 = 0)
alapjan KU; > KP.

Méarmost EC felezs merdlegese (2y +x — 1,5 = 0) alapjan KC < KFE és PJ felez6 merdlegese (3y + 2z — 3,5 = 0)
alapjan KJ < KP, tehat a K-hoz legkozelebbi 4 racspont N; négy cstcsa, a kovetkez§ 8 pedig N3 nyolc csicsa,
tovabba rio = KJ. Mivel még f1, alapjan KM < KH, azért KL és KH kisebbike adja r19-et, nagyobbika ri1-et. LH
felez6 merdlegese (y — 22 + 2,5 = 0) alapjan KL < K H, tehat L-nek a keresett korben kell lennie, H-nak pedig rajta
kiviil, vagy a keriiletén. Igy a keresett kor sugarara

1 1
KL =119 = g\/52—18\/§<r§ g\/103—54‘/§:7"11 = KH,

azaz kozelitéleg 1,717 < r < 1,721.

"Lasd K. M. L. 20 (1960) 24. o.



Gdlfi Laszlo (Budapest, Fazekas M. gyak. g. 1L o. t.)
Kéta Jozsef (Tatabanya, Arpad g. IL. o. t.) és
Maté Attila (Szeged, Dozsa Gy. &lt. isk. VIL o. t.)

II. megoldas: 1. Az allitast (a 971. feladat eredményére nem tamaszkodva) a teljes indukci6 modszerével bizo-
nyitjuk. Az origo koril r = 1/2 (vagy barmely 0 < r < 1) sugarral irt kor belsejében pontosan egy racspont van,
maga a kezdGpont. A K (1/2, 0), koriil 7 = 1 (vagy barmely 1/2 < r < v/5/2) sugérral irt kor belsejében pontosan ket
racspont van: az origd és az (1, 0) pont; tehat az allitas n = 1 és n = 2-re igaz.

Feltessziik, hogy van olyan K; pont és ehhez olyan r, sugar, hogy a K, koriil r; sugarral irt k; kor belsejében
pontosan n—1 (> 1) racspont van, és megmutatjuk, hogy ekkor van olyan kor, melynek belsejében pontosan n racspont
van.

Tekintsiik azon racspontok k1-t6l valod d tavolsagat, amelyek nincsenek k; belsejében (d-t a P pontra nyilvanvaldéan
a K4 P szakasznak kq-en kivill es6 K1 P — r; szakasza adja meg). E tavolsagok kozott nyilvan vagy egy, vagy tobb
legkisebb van (vagyis olyan, amelynél nincs kisebb).

a) Ha csak egy d; legkisebb tavolsag van, és ez a P ponthoz tartozik, akkor ezt figyelmen kiviil hagyva ismét van
olyan tévolsag, amelynél nincs kisebb, legyen ez ds. Ekkor a K; koriil r1 + ds sugarral irt kor belsejében benne van a
korabbi n — 1 racspont és P, azaz pontosan n racspont. Ezt akartuk bizonyitani.

b) Ha t6bb olyan tavolsag van, amelynél nincs kisebb, és ezek a P1, P, ..., P; racspontokhoz tartoznak, akkor
e pontok vagy a kj-en kivill vannak, egy a kj-gyel koncentrikus k; kor keriiletén, vagy a ki keriiletén. Az utobbi
esetben k; helyett kijelolhetiink olyan vele koncentrikus és kisebb sugart ki kort, mely a kq-beli n — 1 racspontot
ugyancsak a belsejében tartalmazza, és amelynek a keriiletén egyetlen racspont sincs. Vegyiik evégett a k1 belsejében
levé racspontok koziil a K1-t6l legtavolabbit, vagy ha tobb ilyen van, akkor barmelyikiiket, legyen az @, és ekkor kf
gyanant nyilvanval6an megfelel az (r; + K1Q)/2 sugart kor. Eszerint elegend6 arra az esetre végezniink a bizonyitast,
haa P, P, ..., P; pontok nincsenek k; keriiletén.

2. dbra

Ezt az esetet ki helyett egy alkalmas k] kor, kijelolésével visszavezethetjiik az a) esetre. Legyen ki és a P K
egyenes P;-t6l tavolabbi metszéspontja M, ekkor k] a Py M atmérsjt kor. Ez valoban megfelel az a) eset feltételeinek,
mert 1) magaban foglalja ki-et és az annak belsejében levé n — 1 racspontot; 2) tovabbi racspontot nem tartalmaz,
mert benne fekszik k;-ben, marpedig k; belsejében nincs méas racspont, mint a ki-beliek; végiil 3) k;-vel egyetlen kozos
pontja P;, tehat P kisebb tavolsagra van kj-t6l, mint Py, Ps, ..., P; barmelyike.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

2. Az elSirt K és r megadasaban a fentiektdl kissé eltériink: kiindulasi kq koriink belsejében és a keriiletén egyiittvéve
10 — 1 = 9 racspont lesz; latni fogjuk azonban, hegy ez az eltérés a tovabbiakban nem lényeges. — Legyen ki az origbd
koriili V2 sugara kor. Ebben benne vannak a (0, 0), (£1, 0) és (0, 1) pontok és a keriilelén a (£1, £1) pontok. Itt a
fenti b) esettel allunk szemben, ki-hoz legkozelebb a (2, 0), (0, 2), (-2, 0) és (0, —2) pontok vannak. Vegyiik P;-nek
(2, 0)-t, ekkor a fenti M pont: (—v/2, 0), k! kozéppontja K| (1 — %, 0), sugara pedig 1 + % Egyszert szamitas
mutatja, hogy k}-hoz kiviilr6l legkdzelebb a (2, £1) pontok vannak, ezek alapjan a feladat 2. részének egy megoldasa
a

1 1 1\?
K] 1——,0) ontés 1+ —<r< <1+—> + 1.
A ki-en és a keriiletén levs 9 racspont a k] belsejében van, mert ki és k] egyetlen kozos pontja M, és ez nem
racspont. Egyébként a megadott korlatok kozti r-rel koriink k-t is magaban foglalja.



Bollobds Béla (Budapest, Apéaczai Csere J. gyak. g. IIL. o. t.) és
Biborka Tamds (Mako, Jozsef A. g. I1I. o. t.)

Megjegyzések. 1. Nem kell azt gondolnunk, hogy raciondlis koordinatékkal bird pont nem felelhet meg K gyanant.
Tekintsiik az orig6 koriili 2 egységnyi sugara kort, ennek belsejében 9, a keriiletén 4 racspont van, és toljuk el a
kozéppontjat a (0, 1/4) pontba. Igy 3 keriileti racspont kiils6 pontté, 1 pedig belsévé valik, megoldast kaptunk; itt
49 < 16r* < 65.

Fritz Jozsef (Mosonmagyarovar, Kossuth L. g. III. o. t.)
2. Hasonléan K (1/3,0) és 25 < 9% < 34 is megoldas.

Nagypdl Botond (Oroshéza, Téncsics M. g. IIL o. t.)

3. Néhany érdekes eredmény a dolgozatok szampéldaibol: Az r korlatai kozti kiilonbség az 1. megoldasban a legki-
sebb, — legnagyobb viszont a 2. megjegyzésben. — A két korlattal szerkesztett ,lires” korgytrd teriilete 3 megoldésban
is 7, éspedig a II. megoldasban és a két megjegyzésben; ennél nagyobb teriiletd korgytrd nem fordult els. — r alséd
korlatjara a legkisebb elsfordult értek: K (1/2, 1/3) mellett Mdté Zsoltnal: 97 < 36r2. (Még kisebb also korlat is
adhato volna az egységnyi racsnégyzet kozéppontjahoz kozel valasztott K-val.) — A fels6 korlat legnagyobb el6fordult
értéke az 1. megjegyzésbeli eredményhez tartozik.

4. Nem nehéz belatni, hogy névekvs n esetén a belsejiikben pontosan n racspontot tartalmazoé kiillonbozé korok
sugara egyre szlikebb korlatok kozé szorul és kozelitGleg az n/m hanyados négyzetgyokével egyenls.



