Tajékozodasul tablazatban osszeallitjuk az n = 2, 3, 4, .. ., 12 szdmok Osszes osztoit és ezek alapjan osztoik szamat.
Varhaté, hogy igy szabélyszertségeket ismeriink fel, és azokat felhasznalva véalaszolhatunk a kérdésekre.

n osztok T n osztok T
2 1,2 2 8 1,2,4,8 4
3 1,3 2 9 1,3,9 3
4 1,2, 4 3 10 1,2,5,10 4
5 1,5 2 11 1,11 2
6 1, 2,3,6 4 12 {1, 2,3, 4, 6
7 1,7 2 6, 12

Itt 7-ra négyféle érték fordult el6: 7 = 2 adddott n = 2, 3, 5, 7, 11 esetében — vagyis a megvizsgélt torzsszamokra
megegyezésben azzal, hogy torzsszamnak azokat a (természetes) szadmokat nevezziik, amelyeknek 1-en és 6nmagan kiviil
nincs mas osztdja, vagyis amelyek osztoéinak szdma 7 = 2. Eszerint 7 = 2-re a keresett szam a legkisebb torzsszam:
Ny = 2.

7 =3 adodott n =4 és n = 9 esetében; e két szam p? alakban irhato, p = 2-vel, ill. p = 3-mal. Nyilvanvalo, hogy
minden p torzsszam négyzetére T = 3, mert p* osztoi csak az 1, p, p* szamok. Hasonloan, n = 8 = 23-re 7 = 4, és
barmely p torzsszam kobének 4 osztoja van: 1, p, p?, p°. Altalaban p® osztoi: 1, p, p?, p°, ..., p* L, p* és szamuk
T=k+1.

7 = 4 adoédott tovabba n =6 =2 -3 és n = 10 = 2 - 5 esetében is. Ezek osztoit tablazatokba rendezve latjuk, hogy
a masodik sorbeli osztok az els§ sorbelieknek

6:1 1, 2 10 1, 2
n==6: n=10:
3 6 5 10
3-, ill. 5-szorosei; vagy az oszlopokat nézve: a 2-ik oszlopban az els6 oszlopbeli osztok 2-szerese all. Nyilvanvalo, hogy
minden, két kiilonb6z6 torzsszam szorzataként irhaté n = pips alakt szamnak ugyancsak 4 osztdja van:

1 D1
D2 Pp1p2-

Hasonléan rendezhetjiik el 12 = 4 - 3 = 22 - 3 oszt6it, valamint tajékozodasunkat a 36 = 3 - 12 szamra kiterjesztve — a
12 oszt6i mellé csatlakozo 9, 18 és 36 osztokat:

1, 2, 4=22 12 ostoi
osztoi
3, 6=2-3, 12=22.3, 36 0sztoi
9 =32, 18 =2.32, 6 =22.32
Altalaban egy p* pk? alaka szam osztoi a kovetkezck:
15 P1, p%v ey plfla
D2, p1p2, p%p27 ey plfl * D2,
Py, pwp3. PP, ... PYtopd,
P53, pos?, pipd, ..., piphR.

(A tablazat minden szama egyenlS az oszlopa fején és a sora elején allo két szam szorzataval.) Ezek szama: 7 =
(b + D)(k2 +1).
Altalanosabban, ha A és B egymashoz relativ prim szamok és A oszt6i (nagysag szerint rendezve): a; = 1, as, as,
. ap = A (szamuk 7 = 1), B osztoi: by = 1, be, bs, ..., by = B (szamuk 7 = s), akkor e két felsorolasban az 1-t6l
eltekintve nincs k6z0s szam, igy az AB szorzat Osszes osztoit ugy kapjuk, ha a két felsorolas egy—egy szamat minden
lehetséges modon Osszeszorozzuk:

1, as as, ceey Qr
ba, asby, asba, ..., a;ba,
(1) b3, agb3z, asbs, ..., arbs,

b57 a2bsa a’3b57 cety a’rbsv



és nem nagyon nehéz bizonyitani, hogy ezek egymastol kiilonbozsk. Vilagos, hogy mindezek a szamok osztoi A B-nek,
és mas oszt6 nem lehetséges. Igy a sorok és oszlopok szamabol az osztok szama 7 = rs.

Mindezek alapjan azt sejtjiik (és ezt be is bizonyithatjuk), hogy ha pl, p1, pe, ..., pr killonb6z6 torzsszamok, és k1,
ka ..., k. (pozitiv egész) kitevsk, akkor az

— ki k k
n=pi'Py’...pp"

szam osztoinak szamas:
(2) T(n) = (k1 + 1)(ka +1)...(kr + 1),

vagyis, hogy egy adott szam kiilonb6z8 torzsszamok hatvanyainak szorzataként felirt alakjabol osztdéinak szaméat agy
kapjuk, hogy valamennyi kitev6t 1-gyel noveljiik, és az igy kapott szdmokat Osszeszorozzuk. Haromféle torzstényezd
fellépése esetén mar ,térbeli” tablazatra van sziikség, pl. n = 30 = 2 -3 -5 esetén e tablazat két emelete’™

1, 2, 5 10=2-5
3, 6=2-3 =2.

Tobbféle torzstényezs fellépése esetén hasonlo attekinthets elrendezés mar nem lehetséges, de (1) mintajara — ahol A
és B-ben tobbféle torzstényezd is felléphet — ilyenkor is képezhetiink tablazatot pl. n =210 =2-3-5-7 esetén A-t
2 - 3-nak, B-t 5- 7-nek véve a kovetkezs tablazat adodik:

1, 2, 3, 6,
5, 10, 15, 30,
7, 14, 21, 42,

35, 70, 105, 210.

Most mér (2) eredményiinkre tamaszkodva olyan természetes szamokat, amelyek osztoinak szama egy adott 7
szam, ugy képezhetiink, hogy 7-t minden lehetséges modon természetes szdmok szorzataként irjuk, ideértvea 7 =17
HkéttényezGs” szorzatot is, majd a tényezdket 1-gyel cstkkentve kiilonb6z6 torzsszamok folé kitevknek irjuk, végiil az
igy kapott hatvanyokat 0sszeszorozzuk.

Mivel az elirt 7 értékek koziil 7 = 3 és 7 = 5 torzsszam, azért ezek szerint 3, ill. 5 osztoja csak a p>~! = p?,
ill. p°~1 = p* alaka szamoknak lehet. Nyilvanvalo, hogy a legkisebb 3, ill. 5 osztoval bir6 szam p = 2-vel adodik:
N3 =2%2=4, N; =2* = 16.

Ha az elGirt 7 érték Osszetett szam, akkor az ennyi osztoval biré alakok koziil a legkisebb szamot adot esetenként
kell kivalasztanunk.

T=4=4-1=2-2-hoz két alak lehetséges: pr i ipettt = p?{ és p2t -pg_l = p1p2. Nyilvan ismét p; = 2-vel, ill.
p1 = 2 és po = 3-mal adodik a legkisebb ilyen szam: 2% = 8, ill. 2-3 = 6. Az utobbi a kisebb, eszerint Ny = 6. — A
tovabbiakban is p; helyére mindig 2-t, p2 helyére mindig 3-at irunk.

A7=6=6 1= 3-2-hoz hasonléan képezhets alakok: p? és p%pg, a legkisebb szamok pedig 32, ill. 2% -3 = 12
(nyilvanval6 ugyanis, hogy 32.2>22.3 (altalaban, ha p; < pa és k1 > kg, akkor plflplg2 < plf2p§2, mert innen p’f2p§2—vel
egyszertsitve a helyes plfﬁ]” < pl;l*l” egyenl6tlenség adodik), tehat Ng = 12.

Hasonléan 7 = 10 = 10-1 = 5 - 2 esetén a p] és pipy alakokbol Nyg = 2 -3 = 48, ugyanis kiszamitas nélkiil
megallapithatjuk, hogy 2% -3 < 29 = 2% . 25,

A 7 = 8 szam felbontésai: 8-1=4-2=2-2-2, az igy ad6do pI, p?pg és p1paps alakokbol (ahol ps gyanant nyilvan
a nagysagra nézve 3-ik torzsszam: 5 veends) Ng = 23 .3 = 24. Ttt a p1paps bol adodo legkisebb szam: 30, nagyobb a
pi’pg alak legkisebb lehetséges értékénél, 24-nél.

A 7 = 16 egytényezGs felbontasabol adodé pi° nagyobb a kéttényezds 8 -2 és 4 -4 felbontasokbol adodo prz és pips
alakok legkisebb lehetséges értékénél, mert pi°~" = p > py, ill. p1°~3 = pi2 > p3. Az utobbi ket alak koziil pip3 kisebb,
mert legnagyobb koézos osztéjukkal, pfpg—vel osztva, p‘ll =16>9 = p%. — Harom tényezére bontva 16 = 4-2-2; és p?png
kisebb p?pg—nél, mertp3 =5<9 = p%. Viszont a 16 = 2-2-2-2 négytényezss felbontasbol adddo pypapsps alak legkisebb
lehetséges értéke (py = 7-tel) ismét nagyobb pSpops-nal, mert p? = 4 < 7 = py. Ezek szerint Nig = 2% -3 -5 = 120.

Hasonléan 7 = 36 = 3-3-2-2-h6z N3¢ = pfpgpgpzl = 1260, ugyanis a haromtényez6s 36 =4-3-3=6-3-2=9-2-2
felbontasokhoz tartozo p:{’pgpg, p?p%pg, p?png szamok nagyobbak Nss-nél, és még nagyobbnak adédnak a 9-4 =66
felbontasoknak megfelels alakok legkisebb értékei. — Ugyanigy 7 = 100 = 5-5-2 - 2-b6l Ny = 2% - 3*- 5.7 = 45 360,
mert pl. a haromtényezés 10 - 5 - 2 felbontasra attérve py = 7-tel osztunk, viszont p? = 32-vel szorzunk. Hasonlbéan a
tobbi felbontasokhoz ad6doé legkisebb 100 osztés szamok is nagyobbak Njgg-nél.

A 7 = 64 = 2° érték hattényezds felbontasabol adodo pipapspapspes alak legkisebb értéke (ps = 11 és pg = 13-mal)
nagyobb az Ottényezds pipapspaps alak legkisebb értékénél, mert az utobbi annak csak p3/ps = 4/13 része. Ismét
kisebbet kapunk pip3psps-bol, mert p3/ps = 9/11 < 1. Viszont pSpip3 mar nagyobb lenne, mert p3/ps = 25/7 > 1.
Igy Ney =23-3%-5.7 = 7560.

Az egymashoz hasonlé felbontési lehetéségeket nyujto 7 = 216 = 3223 és 7 = 1000 = 5323 értékekbdl el6allo
alakokbol a Najg = 2°-32-52.7-11 = 554400, ill. Nygoo = 2*-3*-5%.7.11-13 = 810810000 szam adodik. Itt az
Nig =23, Nygo = (2- 3)4 -5-7és Nigoo = (23~ 5)4 -7-11- 13 eredményekben mutatkozo szabalyszertiség, valamint
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az Ng = 223 6s Ngg = (2-3)%-5-7 eredmények alapjan Nojg-raa (2-3-5)%-7-11-13 szam lett volna varhato, viszont
a fenti 2°(2-3-5)* - 7- 11 szam amannal kisebb, mert 2°/13 < 1.

Bar ezek szerint nincs alapunk altalanositasra, az Nig, Nigg és Nigoo szabélyszertisége alapjan mégis célszerd
N1 000000-ra valamennyi lehetdség vizsgalata helyett az

N*=(2-3-5-7-11-13)*-17-19-23-29.31-37

szambol kiindulni, amely az 1000000 =5-5-5-5-5-5-2-2-2-2.2-2 felbontasbol adodik. Mégis latjuk, hogy ha egy
5 - 2-s szorzat helyett 10-et irunk, és ezt tekintjiik k1 + 1-nek, ezaltal p; kitevGje 5-tel emelkedik, viszont p1o = 37 az
N*-bol kiesik, vagyis igy N*-nak 32/37-szeresét, azaz kisebb szamot kapunk. Az igy nyert szamrol kénnyt elfogadni,
hogy ez a legkisebb 1 000 000 oszt6ju szam, mert az 1 000 000 szam 10-tényezss felbontasara attérve, vagyis p1; = 31-et
is torolve vagy ps kitevSje emelkednék 9-re, vagy p; kitevéje 19-re, ami 3° = 243-mal, ill. 2'° = 1024-gyel valo szorzést
jelent, mindenképpen N*-nal nagyobb szamra vezet.

Ezt a belatast természetesen még teljes bizonyitassa kellene kifejleszteni, de ez messze vezetne. Eszerint elfogad-
hatjuk, hogy

Nioooooo =2°(3-5-7-11-13)" - 17-19.23-29 - 31.

Osszeallitva Fritz Jozsef, Frint Gabor és Griner Gydrgy
(Mosonmagyarovar, Kossuth L. g. IIL. o. tanulok) kiilénb6z6 indokolast dolgozataibol.

Megjegyzések. 1. A (2) képlet bizonyitasa megtalalhato Faragé Ldszlo: A szamelmélet elemei c. konyvben (Ko6-
zépisk. Szakkori Fiizetek, Tankonyvkiadé 1954, 38. o0.), tovabba az Erdds Pdl-Surdnyi Janos: Vélogatott fejezetek a
szamelméletbol c. konyvben (Tankonyvkiado, 1960, 208. o.).

2. Egy dolgozat a tizes szamrendszerben is megadta Njggpooo-t, emiatt a szamitast ellenérizniink kellett. Bar
az ellen6rzés hamar megmutatta, hogy a szadmitas hibas — a kozolt szam ugyanis 3-mal nem volt oszthatdé —, mégis
kiszamitottuk a helyes értéket:

N1o00000 = 173804 636 288 811 640 432 320 000.

Ennek kapcsan megemlitjiik, hogy a feladat tletét egy nem—eurédpai folydirat egy hisz évvel ezelGtti szaméabol
vettiik, amely — idegen forrasra hivatkozva — az 1000000 osztoval biré szamok legkisebbike gyanant a kovetkezdt
kozolte:

N = (1267650600 228 229 401 496 703 205 376)°° - (847 288 609 443",

a kovetkezd megjegyzéssel: ,az els6 zardjelbeli szam a legkisebb olyan, amelynek 100 osztéja van.” Mivel a zar6jelekben
2100 411, 325 41, azért N = 26600 3100 "ezart egyrészt osztéinak szama 6601 - 101 = 666 701 < 1000 000, masrészt még
az els6 zarojelbeli alap is 4 jeggyel hosszabb Njgooo0o-nal. — Ebb6l is az a tanulsag, hogy szamitasainkat ismételten
ellendrizniink kell, és hogy tartézkodjunk a tal merész altalanositasoktol.



