Legyen a két tiikkorkép O, O2 és valasszuk k sugarat hosszisagegységnek. Ekkor a k-ba irt szabalyos haromszog
oldala /3, azt kell tehat bizonyitanunk, hogy 0105 = d = /3. Jeldljiik tovabba a szabalyos 26-szdg egy oldalanak
O-bol valo 360°/26 = 180° /13 latoszogét roviden a-val.

Az OCy501C1 s OC209Cg négyszogek nyilvanvaldéan egységnyi oldali rombuszok, ezért O1 az OCaq, O2 pedig az
OC} félegyenesen van, tehat az 01002 sz6g egyenld CosOCy <t = 4a-val. A rombuszok O-nél levs szoge 2q;, ill. 4o,
ezért OO0 = 2cosa, OO0y = 2 cos 2a.. Most mar az OO 02 haromszogbdl a koszinusz tétellel

0,03 = 00% + 003 — 200, - 00, cos 4a,

d? = 4cos®a 4 4cos?2a — 8 cos o cos 2ar cos dar.

Ezt az ismert 2cos’z = 1 4 cos2x azonossag felhasznalasaval irhatjuk igy (a jobb oldalon a bizonyitando d* = 3
allitasra tekintettel kiilonvalasztjuk a 3 6sszeadandot):

d*> = 2(1 + cos2a + 1 + cos4a) — 8 cos a cos 2 cos 4a =

1
(1) =3+2 <§+cos2a+cos4o¢> — 8 cos accos 2a cos 4a.

Itt a jobb oldal harmadik tagja a 914. feladatban] bebizonyitott

: 2n+1
cosacos2acosda...cos2a = u
2nt+lgin o
azonossag szerint (n = 2-t irva) egyenld
sin 2%« sin 8«
2 -8 = — -val.
2) 23 sin o sin «v va
A zarojelbeli kifejezés értékét pedig az
C2n+1
sin T
5+cos:v+cos2x+cos3x+...—i—cosnx: 2
T

azonossag alapjanE x = 2a-val és n = 2-vel a

sin ba

(3)

2sina
hanyados adja meg. Ha még figyelembe vessziik, hogy 13ac = 8« + 5ar = 180°, és igy sin 8 = sin 5, akkor valéban

sinba  sin 8«
d? =3+ — - = =3,
sin o sin o

és ezt kellett bizonyitanunk.

Griiner Gyorgy (Mosonmagyarovar, Kossuth L. g. IIL o. t.)

1Lasd a megoldast K. M. L. XVIII. kot. 86. o. (1958. mércius), tovabba Faragé Ldszlo: Mat. Szakkori Feladatgytjtemény, 525. feladat
(Kozépiskolai Szakkori Fiizetek), Tankonyvkiado, 1955. 52. o.
2Lasd az 1. jegyzetben idézett gytijteményben, 527. feladat, 52. o.



Megjegyzések. 1. Mindkét idézett azonossag legegyszertibben a teljes indukcié modszerével bizonyithatéd. Itt viszont
mindkettét n = 2-vel alkalmaztuk, oly kicsi szdmmal, amelyre a bizonyitas kdzvetleniil is elvégezhetd az ismert

2coszsiny = sin(r + y) —sin(z —y) és
2coszcosy = cos(z + y) + cos(z — y)

azonossagok alapjan. Ugyanis y = a-val és elébb z = 2a, majd z = 4a-val

(4) 2 cos2asina = sin3a — sin a,

(5) 2 cos4asin = sin ba — sin 3a,
ezeket Osszeadva és hozzdadva még sin a-t mindkét oldalhoz (1) masodik tagja céljara
sin a(1 4 cos 2a + cos4a) = sin Sa,
ez pedig lényegében a (3) eredmény. Masrészt (1) harmadik tagja 1lépésrol lépésre valo alakitassal

—4 cos a2 cos 2a.cos da)) = —4 cos a(cos 6o + cos 2a) =

= —2(2cosba cosa + 2 cos2a cos ) = —2(cos Tar + cos ba + cos 3a + cos ),
innen pedig a (4) és (5) mintajara képezett négy azonossag 6sszeadasaval (2)-re jutunk.
Kéta Gabor (Tatabanya, Arpad g. IIL. o. t.)
2. A fentieket tovabbvive a cos 2a = cos(13a—11a) = cos(180°—11a) = — cos 11a és cos daw = — cos Yo egyenlGségek
alapjan (1) igy is alakithato:
d*> =341 —2(cos o + cos 3o + cos 5 + cos Ta + cos 9a + cos 11a),

elegendd tehat azt belatnunk, hogy a zardjelbeli kifejezés értéke 1/2. Tekintsiik evégett egy egységnyi oldalt szabalyos
13-sz6g hét egyméas utdni oldaldt — az abran az ABCDEFGH nyitott poligont — és vetitsiik merélegesen a csticsokat
az A-n at HG-vel parhuzamosan haladé e egyenesre.

H
—

A 13-szog mindegyik kiils6 szoge 2«, az AB oldal e-vel bezart szoge «, igy az egymas utani AB, BC,CD, ..., FG
oldalak e-vel bezart szoge rendre «, 3«, 5a, Ta, 9, 11 (az utolsé harom szog tompaszog). Ezért a zardjelbeli kifejezés
tagjai az AB,..., FG oldalak iranyitott vetiiletét: /@1, . .,F‘l—Gl> -et jelentik, pozitivnak véve az A-bol Bi-be, B
vetiiletébe mutato iranyt. Ennélfogva 6sszegiik

ABy + B1C1 +C1D1+ D Ey + E1F} + F1G, = AGl,

ez pedig valoban egyenld 1/2-del, mert a 13-sz0g szimmetridja folytdn az A-ban e-re emelt merdleges K-ban felezi
GH-t, tehat AG, = KG.

Marton Katalin (Budapest, Fazekas M. gyak. g. IV. o. t.)

3. A feladat allitasa a komplex szamsikon végzett szamitédssal is bizonyithato, abbdl kiindulva, hogy a szabélyos
26-sz0g csucsainak a 26-ik egységgyokdk képeit vessziik [

Bollobds Béla (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. III. o. t.)
Knuth Eléd (Budapest, 1. Istvan g. IIL o. t.)

4. Tobben a szogfiiggvény-tablazatok felhasznalasaval azt mutattdk meg, hogy az &llitas 3, vagy 4 értékes szam-
jegynyi pontossaggal igaz. E dolgozatokat hidnyosnak mindsitettiik.

3A felhasznalt modszereket lasd pl. a kovetkez6 miben: Reiman Istvdn: Geometriai feladatok megoldasa a komplex szamsikon, Kozép-
iskolai Szakkori Fiizetek. Tankonyvkiado, 1957.



