A szoban forgo P poliéder haztets alakjara tekintettel nevezziik az EF = b élt roviden P gerincének (1. abra).

1. dbra

Az a és b élek kozott — az idézett versenyfeladat megoldasa szerint — az ab + b? = a? Gsszefiiggés 4ll fenn, eszerint
b=a(V5—1)/2 ~ 0,618a; a gerincnek a négyzetlaptol valo m tavolsagara pedig m? = a(a — b)/4, vagyis az el6bbi
Osszefiiggés alapjan m = b/2 ~ 0,309a. — Nyilvanvalo, hogy P-nek két szimmetriasikja van: a BC és az AB él felez6
merdleges sikja, az el6bbi magaban foglalja a gerincet.

2. abra

Legyen a kocka alap- és fed6lapja ABC'D és Ay B1C1 D, éslegyenek AAq, ..., DD;, a parhuzamos oldalélek. Legyen
az alap- és a feddlapra allitott P,, Py poliéder par EF, ill. GH gerince parhuzamos a kocka AB élével (2. dbra), az
ABB; A; el6- és a DCCy Dy hatlapraillesztett poliéderek JK, ill. LM gerince parhuzamos AA;-gyel, végiil az AD Dy Ay
bal és a BCC4 B; jobb oldallapra illesztett poliéderek N@, ill. RS gerince parhuzamos AD-vel. Ekkor barmelyik szom-
szédos kockalap pérra illesztett poliéder-par gerincei merglegesek egymasra, megfelelnek a kdvetelménynek. Tovabba
a parhuzamos gerincparok benne vannak a kocka azon Sy, Ss, ill. S7 szimmetriasikjadban, amelyek merélegesen felezik
az AD-vel, AB-vel, ill. AA;-gyel parhuzamos éleket.

Igy a leirand6 T test 12 csiicsa 3 jol attekinthetd csoportba oszthato: a parhuzamos gerincparok 4 — 4 végpontja
egy-egy téglalapot hataroz meg. Valoban, pl. az Se-ben fekvé EFGH = T, négyszog paralelogramma, mert EF#GH,
tovabba szogei derékszogek, mert P, és Py beallitasuknal fogva egymaés tiikorképei S;-re, ezért EH és F'G parhuza-
mosak AA;-gyel, merGlegesek AB-re, és igy EF-re is. Hasonléan adédik, hogy a JKLM = T3 és az NQRS =T
négyszogek ugyancsak téglalapok. Ezek szerint az I poliéder a kocka Sy, S2, S3 szimmetriasikjai mindegyikére tiik-
r6s. — Masrészt a harom téglalap egybevago, mert két-két oldaluk gerinc, a masik ketté pedig két parhuzamos gerinc
tavolsadga: a — 2m = a — b. Az utobbi a kisebb oldal, mert az idézett eredmény szerint b > a/2.

Nyilvanvalé tovabba, hogy mindharom téglalap kézéppontja azonos a kocka O kézéppontjaval; tehat ettél mind a
12 cstcs egyenls tavolsagra van, I kéré O kozépponttal gdmb irhaté.

Tekintsiik I csticsainak a kocka D-ben Osszefutoé lapjaira valod vetiiletét. Ezeket — az oldallapot DD, koriil a hatlap
sikjaba, majd a hatlappal egyiitt DC koriil az alaplap sikjaba forgatva mutatja a 3. abra, a vetiileteket ugyantugy
jeloltiik, mint magukat a pontokat (a fedlapon levs vetiileteket a 2. d4bra mutatja.)



3. dbra

Az alapsikon T3 vetiilete valodi nagysagban latszik, T és T3 vetiilete pedig egyenes szakasz, 2 — 2 csucsuk vetiilete
egybeesik, pl. E, H, ill. J, K, igy a 12 csdcs vetiilete 8 pont. T3 vetiilete magaban foglalja T3 vetiiletét, ugyanis az
utoébbi a T1-nek b hosszusagu tengelyébe esd, O vetiiletére szimmetrikus, a — b hosszusagu szakasz. T5 vetiilete viszont
kinyualik 77 vetiiletébdl, mert hossza b és ez a Ti-nek a — b hossztusagtu tengelyére esik. Hasonlé megallapitasokat
tehetiink I cstcsainak a kocka hatlapjan és oldallapjan levs vetiileteir6l.

Igy az I poliéder mindharom vetiiletének korvonala (kontirja) két szimmetria-tengellyel biré hatszog, melynek két
szemben fekvs csticsa két-két testcsics egybeesé vetiilete.

I konvexségébdl és az alapsikon levs vetiiletb6l kovetkezik, hogy az alapsikra meréleges EH N sikban I-nek hatar-
lapja van, mert az E, H, N pontok vetiiletei beletartoznak a vetiilet korvonaldba és I minden cstcsanak vetiilete az
E, H, N pontok vetiiletével meghatarozott egyenes egyik oldalan fekszik. Ez a hatarlap az EH N haromszog, mert [
egy tovabbi csicsdnak vetiilete sem esik az EH N vetiiletére. Hasonloan lathaté be a harom vetiiletbél, hogy az

EHQ, FGR, FGS; JME, JMF, KLG, KLH; NSJ, NSK, QRL, QRM

haromszogek I-nek lapjai.

Ezek azt is jelentik, hogy e haromszogek oldalai I-nek élei. Igy pl. az E cstcsot legalabb a H, N, Q, J, M cstcsokkal
kotik Ossze élek. Megmutatjuk, hogy ennek az 5 élnek a kozos hossza EH = a — b.

A P poliédernek az idézett versenyfeladat szerint meghatarozo tulajdonsiga, hogy egyenls szara trapéz és egyen-
16 szara haromszog lapjanak a négyzetlappal alkotott szogei potszogek (1. abra egy- és két ives szoge). Ezért két
szomszédos kockalapra allitott P-nek egy-egy lapsikja egybeesik, pl. a P,-beli ABFE trapézlap és a P.-beli ABJ
haromszoglap. Mésrészt a 951. feladatban bebizonyitottuk, hogy egy trapézlap és egy haromszoglap alkalmas Gsszeil-
lesztésben szabalyos 6tszoget ad. Ebbol kovetkezik, hogy a haromszognek az alapon fekvs szogei 36°-osak (4. dbra),
ugyanekkora szogeket zarnak be a trapéz &tléi a parhuzamos oldalakkal, és az atlok egymast b és a — b hosszusagu
részekre osztjak.

Ezek szerint J az ABFE trapéz AF és BE atloinak metszéspontjaban van és EJ = a — b. Az I szimmetridja
folytan ugyanekkora EM is. Ugyanezen meggondolast P, és Py-re alkalmazva EN = EQ = a — b.

Megmutatjuk, hogy E-b6l nem indul ki mas él. Az E-bdl kiinduld, vizsgalt 6t él egyenlGsége azt jelenti, hogy az
élek H, N, J, M, @ végpontjai az E koézéppont koriili @ — b sugari gombon vannak. Ez a gomb az I koré irt gdmbot
koérben metszi, ami sikidom, tehat az 6t végpont egy sikban van. — A fentiekhez hasonldéan lathat6 be, hogy a HN,
NJ, JM, MQ, QH, szakaszok hossza ugyancsak a — b, ezért a HN JMQ sikidom koérbe irhat6 egyenls oldala 6tszog
(5. abra), vagyis szabalyos 6tszog.



5. dbra

Ezért a HJ, NM, JQ, MH és QN = b atlok e szabalyos Otszognek, és igy I-nek is a belsejében vannak, I-nek
a konvexség folytan nem élei. Most mar, mivel ugyanigy H, N, J, M, Q mindegyikébsl 5 — 5 él indul ki, és ezek
végpontjai 1 — 1 szabalyos 0tszoget hataroznak meg, és ezekben az EF', ER, EL, EK, ES szakaszok 4tlok, azért nem
élei I-nek. Végiil EG sem éle I-nek, mert a koriilirt ggmbnek atméréje. Igy E-bél valoban csak az emlitett 5 él indul
ki.

Ezek az élek a HN JMQ 6tszog a — b hosszisagu oldalaival szabalyos haromszogeket alkotnak, tehat I-nek F-ben
Ot ilyen lapja fut Ossze.

Ugyanez all I minden cstcsara, mert I elgallitasdban mind a hat P egyenl$ szerepet jatszott, ezért I minden éle
egyenld, minden lapja szabalyos haromszog. Ezek alapjan az élek szama 12-5/2 = 30 (a 12 - 5 szorzatban minden él
mindkét végpontjanal figyelembe van véve, ezért osztunk 2-vel). A lapok szama pedig hasonloan 12 - 5/3 = 20.

Mindezek szerint az I poliéder un. szabdlyos ikozaéder (hiszlapu test).

Knuth Eléd (Budapest, L. Istvan Gimn. IIL o. t.)

Megjegyzés. Szamitéassal is meg lehet mutatni, hogy az I-t meghatarozo 12 cstucsbol képezett barmely par egymastol
valo tavolsagai kozott csak 3-féle hosszusag lép fel: a — b, b és a T' téglalapok atloi (az utobbiak nyilvan nem lehetnek
élek). Ugyanis a P méreteire idézett eredmények alapjan a és b-vel kifejezhetjiik barmely cstacsnak pl. a kocka D-ben
Osszefutd lapjaitol valo tavolsagat. Ezek a 2. abra D-bdl C, A, D; felé mutatéd ,tengelyein” lathatok. Ezek alapjan
pl. az EK tavolsagot azon téglatest testatldjaként szamithatjuk ki, melynek két csicsa E, K, és lapjai parhuzamosak
a kocka lapjaival. E téglatest DC iranyu szélessége, DA iranyu kiterjedése és DDq, irdnyd magassiga, mint E és K
megfelels tavolsdgainak kiilonbsége (abszolat értékben véve) rendre a kovetkezd:
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és igy az FK testatlo négyzete, a megoldas elején idézett Osszefiiggések alapjan
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ésigy EJ =a —b.
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