Az O origohoz legkozelebb vannak az A1 (1, 0), A3(0, 1), A5(—1, 0) és A7(0, —1) racspountok, tavolsaguk OAgy_1 =
1 (k=1 2, 3, 4), ezek O legkozelebbi szomszédai. Ezek utan legkisebb az OA a tavolsag az As(1, 1), As(—1, 1),
Ag(—1, —1), Ag(1, —1) pontokra: OAg, = V2 (k =1, 2, 3, 4).

Egy az I. kovetelménynek eleget tevé pontot P-vel és egy a P korill irt & kor sugarat r-rel jelolve O akkor és
csak akkor van k keriiletén vagy a belsejében, ha OP < r, és A; akkor kiils6 pont k-ra nézve, ha r < A;P. Ezért
OP < Ay P, vagyis P-nek az OA; szakasz f; felez6 merélegeséhez képest azon az oldalon kell lennie, amelyen O van.
Ezt a kovetelményt P abszcisszajaval @ < 1/2 alakban irhatjuk fel, ugyanis f; egyenlete x = 1/2.

Hasonléan: ahhoz, hogy k tartalmazhassa O-t, de ne tartalmazza As-at, As-6t, illetve Az-et, kell, hogy P az OAs,
OAs, OA7 szakasz fs, f5, f7, felez6 merdlegesének O-t tartalmazd oldalan legyen. Ehhez sziikséges és elegendd, hogy
P koordinataira alljon:

y<1/2, il z>-1/2, ill. y>-1/2.

Avégett, hogy k tartalmazza O-t, de Ay, As, As, A7 egyikét se tartalmazza, mind a négy feltételnek teljesiilnie
kell, P-nek az f1, f5 és f3, fr egyenesparokkal hatarolt siksavok kozos bels§ pontjanak, a BoByBgBs = N™ négyzet
belss pontjanak kell lennie, amelynek csucsai a B2(1/2, 1/2), B4(—1/2, 1/2), Bs(—1/2, —1/2), Bs(1/2, —1/2) pontok.
Mindez ahhoz is elegendd, hogy k ne tartalmazza Asi-t se, mert N* belseje teljesen OAyy felezé merdlegesének O-
t tartalmazo oldalan van (lasd pl. az OAy szakasz A; As felez6 merdlegesét). Még-inkabb all ez az O-t6l tavolabbi
racspontokra, ennélfogva az I. kovetelménynek N™* bels6 pontjai és csak ezek tesznek eleget. A P koordinataira talalt
négy kovetelményt a kovetkezs kettébe vonhatjuk Sssze: || < 1/2 és |y| < 1/2.

A II-ben el6irt, O-n feliili egyetlen racspont csak valamelyik Asg_; lehet. Ha ugyanis volna olyan P koézept k,
amely (az O-n feliil) pl. As-t tartalmazza, de Aj-et és Asz-at nem, ebbdl az I. esethez hasonléan ad6dnék, hogy P az fs3
és fi-nek As-t tartalmazo oldalan van. Ekkor viszont fennall PAs < PO és PA; < PO, és ez ellentmond a feltevésnek.
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Keressiik tehat elGszor azon k korok P kozéppontjanak helyét, amelyek tartalmazzak O-t és Aj-et, de tovabbi
racspontot nem. Igy PO < PA, és PO < PAg, ezért P az OAy, OAs szakasz Ay As, illetve A Ay felez6 merdlegesének
O-t tartalmaz6 oldalan van, mésrészt PA; < PAs és PA; < PAz, ezért P-nek az OAy, OAg egyenes A;-et tartalmazo
oldalan, vagyis az OBgA; By = Ni négyzet belsejében kell lennie. Az ilyen P koriili £ — ha nem tartalmazza As, As,
A7, Ag egyikét sem, — akkor nyilvan mas racspontot sem, ezért N1 minden belsé pontja megfelel II-nek.

Hasonl6éan mindazok a P kozéppontok, amelyek koriil van olyan k, melyben az O-n feliili egyetlen racspont az As,
az As, ill. az Az, rendre az OBg AsBy = N3, OB4As Bg = N5, OBgA7Bs = N7, négyzet bels6 pontjai, és csak ezek.

Mivel pedig II. csak agy teljesiil, ha k az O-t, tovabba vagy Ai-et, vagy As-at, vagy As-6t, vagy Az-et tartalmazza,
azért P-nek vagy N, vagy N3, vagy N5, vagy N7 belsejében kell lennie. Igy is mondhatjuk: P csak az A; A3 A5 A7 = N**
négyzet belsejében lehet, de nem lehet rajta a By Bg, By Bg oldalfelez6kon. Ezt a feltételt P koordinatéival igy lehet
klfeJezmI

2| +lyl <1, de |z|#Jyl.

A TII. kévetelményben O-n feliil el6irt két tovabbi racspont nem lehet egymastol 2 egységnyi tavolsidgra, mint pl.
Aj és As. Ezt ugyanis igy mondhatnok: k tartalmazza az O, A; racspontpart, de Az, Ag, As, A7-et nem, ezért — mint
a II-ben lattuk — P az Ni-belsejében van, tovabba k tartalmazza az O, As part, de nem tartalmazza A4, Ag, Az, Ar-et,
ezért P az N3 belsejében van. Mar pedig N1 és N5 belsejének nincs kdzos pontja. — Nyilvan még kevésbé lehet a két
pont egymastol nagyobb tavolsagra, ezért O és a két tovabbi racspont csak egy derékszogl egyenld szart haromszog
csucsai lehetnek.

Ha ez a 3 pont pl. O, Ay, As, akkora PA; < PAy, PA3 < PA7, PAs < PAy, és PA; < PAg kovetelmények folytan
P csak az OB ByBs = M négyzet belsejében lehet. Végigmenve a tovabbi két pont minden lehetséges megvalasztésan

1 B6vebb indokolas helyett utalunk az 1959. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Tanulméanyi Verseny L. forduldjanak 1. feladataval
fennallo hasonlosagra, lasd K. M. L. XIX. kotet 4. o. (1959 szeptember).



(Al és AQ, Al és Ag, Al és A7 Stb., 12 eset) P szamara a ClB20203B4C4C5B60607 BgCg idom belsejét kapjuk, ahol
Cr az ApAy—1 szakasz felezs pontja (1 < k < 8, Ag-nek A; tekintendd), kivéve azonban az idombol N* keriiletének és
Ay A5, A3 A7 tengelyeknek pontjait. P koordinataival kifejezve a kovetkezs két feltételcsoportbol legalabb az egyiknek

kell teljesiilnie:

L a) |zf <1, lyl <1/2, x#0, |z|#1/2;
b) |zl <1/2, |yl <1, y#0, |yl #1/2.

Ezzel eleget tettiink a feladat utasitdsanak.
Gati Padl (Pécs, Nagy Lajos g. III. o. t.)



