Ha K mindkét koordinataja egész szam: (a, b), akkor barmely a K koriil irt és egy tovabbi R (¢, d) racsponton
atmend k koron altalaban 8, de legalabb 4 racspont van (1. dbra).

1. dbra

Ha ugyanis barmely racsponton &t parhuzamost htzunk az X, Y-tengellyel, valamint az I és II siknegyedbeli
szogfelezdikkel, akkor e ¢, to, t3, t4 egyenesek barmelyikére tiikrozve a stk minden pontjat a racspontok tiikkdrképe is
racspont lesz. — Hac—a =e és d—b = f, vagyis R igy is irhatd: R(a+e, b+ f), akkor R tiikorképe ¢y, to, t4-re rendre
Ri(a+e, b—f), Ro(a—e, b+ f), Rs(a+ f, b+e), Ry(a— f, b—e), tovabba Ry tiikorképe to, t3, ts-re Rs(a—e, b— f),
Rs(a — f,b+e), R7(a+ f, b— e), és ezek mindegyike racspont, mert koordinataik egészek, és a tiikrozések folytan
valamennyinek K-t6l valo tavolsaga a K R tavolsaggal egyenls. Az R, Ry, ..., Ry pontok csak akkor kiilonb6z6k, ha e
és f abszolut értéke egymastol és 0-tol kiilonbozs. Ha e és f egyike 0, vagy ha |e| = | f| # 0, akkor a pontok paronként
egybeesnek (e = f = 0 lehetetlen, mert K és R kiilonbozok).

Ha K egyik koordinataja, pl. abszcisszdja a egész, ordinatéja pedig tetszés szerinti [ valos szdm, akkor legyen egy
tetszés szerinti racspont, amelynek abszcisszaja kisebb, mint K-¢, R(c, d), ahol ¢ < a. Igy a K koriil irt KR sugari
kor atmegy R-nek az x = a racsegyenesre (az el6bbi to-re) valo, és R-t6l kiilonb6z6 Ra(2a — ¢, d) tiikorképén, amely
szintén racspont. Hasonléan lathaté be az allitas helyessége, ha K abszcisszaja valos és ordinataja egész szam.

Legyenek végiil K koordinatai (tovabb egyszertsithetetlen alaku) tortek: p/q és s/t, ahol p és s a 0-t06l kiillonboz6
egészek, g és t 1-nél nagyobb egészek, tovabbé p és ¢, valamint s és ¢ relativ primek (2. abra).

2. dabra

Az allitas igazolasara elegendd megmutatnunk, hogy barmely F' racsponthoz megadhaté olyan K kézéppontu kor,
melyben az F-en atmend és K F-re mer6leges h hur végpontjai racspontok. Valasszuk F-nek az O origot. Ekkor a KO
egyenes és a ra mer6leges egyenes iranytangense gs/pt, ill. — pt/gs, ennélfogva h egyenlete y = —ptz/qs, méasképpen
ptx + qsy = 0. Ezen az egyenesen barmely egész j esetén rajta van a (jgs, —jpt) racspont, mert koordinatai kielégitik
az egyenletet. A j =n és j = —n értékekhez tartozo Ni(ngs, —npt) és No(—ngs, npt) pontok egymaés tiikorképei O-ra
(mint fentebb pl. R és Rs), és igy a KO tengelyre is, ezért a K koriil KNy sugarral irt kor atmegy No-n is.

A legutobbi meggondolas az elébbi két esetben is hasznalhato, ha F' gyanant olyan racspontot vesziink, amelynek
sem abszcisszdja, sem ordindtaja nem egyenld K megfelel6 koordinatajaval.

Ezzel az allitdsnal tobbet bizonyitottunk be, ti. azt, hogy minden raciondlis koordinatakkal bir6 K pont koriil
szamtalan sok olyan kor irhat6, amelynek keriiletén legalabb két racspont van. Ugyanis a fenti meggondolasban az n
(pozitiv) egész szamot szamtalan sokféleképpen valaszthatjuk, és més n esetén mindig més kort kapunk.

Ratkai Jinos (Kisujszallas, Moricz Zs. g. IIL o. t.)
Megjegyzések. 1. Mas utakon is lehet racionélis koordinataja pont koriili, tobb racsponton atmend kort talalni.

2. Konnyt belatni azt is, hogy a KO egyenesen is szamtalan sok racspont van. Ha F' gyanént ilyet valasztunk,
megeshet, hogy kordbban mar szerepelt kort kapunk. Emiatt nem volna helyes a legutobbi allitdsban ebbél indulni



ki:  F-et és n-et szamtalan sokféleképpen valaszthatjuk”. Azért sem volna ez helyes, mert mas F-et valasztva mas h
egyenes adodik.

3. Egy dolgozat a 971. feladatra hivatkozva ezt allitja: ,A tétel megfordithato: ha egy kor keriiletén legalabb
két racspont van, akkor a kozéppont koordinatai racionalis szamok”. Ez helytelen, a fenti K(«, 8) esetben f lehet
irracionalis, pl. a (0, v/2) kézéppont koriil V3 sugarral irt kor atmegy az (1, 0) és (—1, 0) racspontokon.

4. Tobb dolgozat ,racionalis szdmon” csak tortet értett.



