I. Megoldas: Az y;, sorozat elsé négy tagjara az allitas igaz: y1 =3 =22 —1; 4o = 17 =42+ 1; y3 = 99 = 10° — 1;
Yy = 577 = 24> 4 1.
Tekintsiik a sorozat paros index( tagjait, legyen k = 2s. Valasszuk az 1008. feladat (1) masodik Osszefliggésében k
és r mindegyikét s-nek:
(1) Yhtr = Yos = Ya + 223,
x5 és ys-re az H39. gyakorlat szerint teljestil
(2) y? =222 + 1,
ezt (1)-be helyettesitve
(3) yas = daf + 1= (22,)" + 1.

k = 2s 4+ 1 esetén az eredeti értelmezés szerint yas11 = 4axas + 3y2s. Ide az 1008. feladat (1) els6 Osszefiiggése
alapjan, ismét k = r = s-sel
(4) L4r = T2s = 2Isy57
tehat (1) felhasznalasaval
Y2s+1 = 8TsYs + 3(9? + 2335)
és folytatolag (2) figyelembevételével

(5) Yost1 = 8xsys + (3y? + 22%) + 4a? = 422 + Sagy, + (42 — 1) =
= [2(zs + ysﬂ2 -1

(5) és (3) szerint yosy1 valoban 1-gyel kisebb, yos pedig 1-gyel nagyobb egy paros szam négyzeténél, az &llitasnak
megfelelGen.

Sylvester Addm (Budapest, Rakoczi F. g. IIL. o. t.)

II. megoldas: Megmutatjuk, hogy minden y, paratlan és valtakozva 4m + 3 és 4m + 1 alakd, ahol m egész.
Allitasunk els6 része k = 1-re igaz. Ha pedig k olyan szam, amelyre igaz, akkor k+1 is ilyen szam, mert y5 1 = 425+ 3yp-
ban az elsé tag paros, a masodik paratlan, igy az Osszeg is paratlan. — Allitdsunk mésodik része k = 1 és 2-re teljesiil,
és igy irhatoé:

y1=3=4-0+3=4-04+2—(-1)",
Yyo=17=4-4+1=4-442— (-1)°.
Ha méar most k olyan szam, hogy
yp =4m + 2 — (—1)k,
akkor, 3-at 4 — 1 alakban irva
k
Ykt1 = 4xp + 3yp = 4@k +yk) —yp = dop +yp —m — 1)+ 2+ (=1)" =
—dm+2— (—1)",

vagyis allitdsunk utébbi része is helyes.
Az 539. gyakorlat tétele szerint minden k sorszamra

2z, = yii — 1= (yr — 1)(yn + 1)
Segédtételiink elsd része szerint a jobb oldal mindkét tényez&je péaros, irhatjuk tehat
ye—1=2u, yr+1=2u+2=2@u+1),

és igy
r3 = 2u(u+1).
Itt w és u + 1 szomszédos természetes szamok, tehat relativ primek és egyikiik paros.

Ha w pératlan, akkor u és 2(u + 1) is relativ primek, szorzatuk csak ugy lehet teljes négyzet, ha kiilon-kiilon is
teljes négyzetek:

(6) u=p% 2u+1)=¢% tehat yp=2u+1l=¢"-1



Ha u péaros, akkor 2u és u + 1 relativ primek és hasonléan
(7 2u=r% wu+1=s> tehat vy, =r>+1.
Segédtételiink méasodik része szerint
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és ez valtakozva 2m + 1, ill. 2m alaku, igy k novekedésével valtakozva (6), ill. (7) teljesiil. Ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzések. 1. A 1. megoldasbol mellékeredményként kapjuk, hagy paratlan, ill. paros k-ra, és ugyanilyen u-ra

-1 1
u:yk2 =p? il u—|—1:yk;— =52,

tehét
yk:2p2 yk:252—1,

ahol p és s paratlanok, vagyis yi valtakozva felsd, ill. als6 szomszédja egy paratlan szam négyzete 2-szeresének.

2. Az 1008. feladatban bebizonyitott (1) Osszefiiggések, valamint az ezekbdl itt nyert (1) és (4) lehetove teszik a
sorozatpar egyes kivant tagjainak gyorsabb, kevesebb kozbiilsé tag elGallitasat igényld kiszamitésat. Keressiik pl. z1;
és y11 eértékét. (4) és (1) alapjan a kozbiilsG tagok kiszamitasa nélkiil elgallithatjuk azokat az x,, y, szampéarokat,
amelyeknek sorszama 2, 4, 8, 16, ... Igy 2o = 12, yp = 17, 24 = 408, y4 = 577, x5 = 470832, ys = 665 857. Mivel pedig
11=8-+3=8+2+1, azért tovabb (1)-ben k és r értékét el6bb 2 és 1-nek, majd 8 és 3-nak véve x5 = 70, y3 = 99 és

x11 = 70 - 665857 + 99 - 470 832 = 93 222 358,
Y11 = 99665857+ 2-70- 470832 = 131 836 323.

Minden természetes szam egyértelmiten felirhato a ,,2” szam alkalmas (pozitiv egész kitevSji) hatvanyaibol képezett
Osszegként (2-es szamrendszer), ezért a bemutatott példa mintdjara barmely x,,, y, szdmpéart kiszamithatunk lehetdleg
kevés kozbiilsé tag megallapitasa utjan.



