ElGzetes megjegyzés. Sem a haromszog a, b, ¢ oldalegyenesein, sem a kérdéses e egyenesen nincs sz6 iranyitasrol. Igy
két egyenes szogén mindig azt a kisebb forgést érthetjiik, amely egyikiiket a k6z0s pontja koriil a masikba, ill. kitéré
egyenesek esetében egy tetszés szerinti pontja koriil a méasikkal pdrhuzamos helyzetbe atviszi. Ez a forgas altaldban
hegyes szog, legfeljebb derékszog.

I. megoldas: Az e egyenes nem fekhet a haromszog S sikjaban és azzal parhuzamos sem lehet. Ha ugyanis e az
S-ben fekiidnék, akkor a és b-vel alkotott egyenlé « szogei alapjdn vagy azonos, vagy parhuzamos lenne az a és b
egyenesek szogfelezbinek egyikével, f-fel (1. abra, « hegyes szog, mert fele az a, b oldalegyenesek valamelyik szogének).

1. dbra

Igy cis a szoget alkotna f-fel. Amde egy egyenessel a sikban csak két irany alkot egy adott hegyesszoget, esetiinkben
f-fel a és b irdnyai. Eszerint ¢ parhuzamos lenne a és b egyikével, tehat nem alkotna veliik haromszoget. — Ha pedig
e parhuzamos volna az S sikkal, akkor S-nek barmely az e-vel parhuzamos e; egyenese is egyenls szdget alkotna a, b,
c-vel, amirdl mar lattuk, hogy lehetetlen.

Ezek szerint e metszi S-et egy E pontban. Toljuk el a, b, c-t (S-ben) gy, hogy 4j a1, b1, ¢1 helyzetiikben menjenek
at E-n (2. abra).

2. dabra

Igy e az a1, by, c1-gyel is a szoget alkot. — cj-et atmenetileg mell6zve megmutatjuk, hogy e benne van azon két
siknak egyikében, amelyek mer6legesek S-re és azt aq, és by egy-egy szogfelezGjében metszik. Bocsdssunk merélegest
e-nek egy F-t6l kiilonb6z6 F pontjabol ai-re, bi-re és S-re, legyenek talppontjaik Ay, By, Fi. Ha e harom talppont
és E koziil barmelyik kettd egybeesik, akkor e meréleges S-re és segédtételiinkre nincs sziikség. Amennyiben ugyanis
Fy azonos E-vel, akkor e azonos az S-re merGleges F'Fi-gyel; az A; = E (és hasonléan a By = F) feltevés azt jelenti,
hogy e azonos az aj-re merGleges F'A;-gyel, igy o derékszog, tehat a feltevésnél fogva e merdleges S-nek a; és by
(egymastol kiilonboz6) egyeneseire; erre vezet az A; = By feltevés is, mert igy Ay és By azonos a1 és by egyetlen kozos
pontjaval E-vel; végiil az Fi = Ay, (vagy F1 = By) egybeeseés feltevése — ha feltessziik, hogy A1, By és E kilonbozsk —
ellentmondésra vezet, ugyanis igy S-nek F-t6l valo tavolsaga F' A, és S-nek minden az A;-t6l kiilonb6z6 pontja F-t6l
nagyobb tavolsagra van F'A;-nél, viszont a kozos atfogoju FE A, és F'E By, derékszogi haromszogek egybevagok, mert
E-nél levo szogeik egyenlsk, és ezért F By = F'A;. — Ha az Ay, By, F; talppontok kiilonb6zsk, akkor F3 rajta van ag
és by egyik szogfelez6jén. Ugyanis az FFEA; és F'EB; haromszogekbdl ismét F'B; = F Ay, igy a kozos befogoju FFy Ay
és F'Fy B; derékszogt haromszogek egybevagok, igy F1 A1 = Fy By, ez pedig igazolja allitisunkat, mert szerkesztésnél
fogva I} A1 merdleges ap-re és Fy By merGleges bi-re. Ezek szerint e-nek S-en valo vetiilete az EFy = f szogfelezs, és
forditva: e valoban az f-en at S-re merGlegesen allo Sy sikban van.

Eredményiink szerint e az a1, c1, egyenespér egyik g szogfelezGjén at S-re merélegesen allo S, sikban is benne
van. Amde az a1, c1, egyenespar mindkét szogfelezdje kiilonbozik az a;, by par mindkeét szogfelezsjétsl, mert e felezok



pérhuzamosak az eredeti hdromszog egy-egy belss, ill. kiils6 szogfelezjével, azok pedig paronként metszik egymaést.
Ezért Sy és Se, kiilonbozdk, tehat e csak S; és Sy metszésvonala lehet, ez pedig az S-re E-ben emelt merdleges. Ezt
kellett bebizonyitanunk.

Gagyi Pdlffy Andrds (Budapest, Széchenyi I. g. III. o. t.)

Megjegyzés. Az aq, by, metsz6 egyenesekhez képezett S7 sikot a1 és by (egyik) szogfelezs sikjanak szokas nevezni.
Konnyi belatni, hogy ennek minden pontja egyenls tavolsagra van a; és b;-t6l.

II. megoldas: Az 1. megoldas jelolésével vegyiink e-n egy E-t6l kiilonb6z6 F' pontot és mérjiink fel E-t6l aq, b1, ¢1-re
tetszés szerinti EAs = EBy = ECy = r szakaszt, az irdnyokat ugy valasztva, hogy a FEAs, FEBy, FECy haromszogek
E-nél levé szoge egyenls legyen. Igy e haromszogek egybevagok (két-két oldal és a kozbezart szog egyenlésége folytan),
tehat FFAy = F'By = FCy. Ennélfogva A BoCo egy az I koriil irt gobmbon vannak, masrészt S-en, tehat F' és S
metszésvonalan, amely egy kor, és kozéppontja F-nek S-en levé F| vetiilete. Amde masrészt A, B, C' az E koriil r
sugarral irt koron is rajta vannak. Es mivel 3 pont a kort egyértelmtien meghatarozza, azért F| azonos E-vel, tehat e
merGleges S-re.

Maté Zsolt (Szeged, Radnoti M. g. IV. o. t.)

II1. megoldas: Az el6bbi jeloléseket hasznalva tegyiik fel, hogy e nem mer6leges S-re, tehét aq, b1, c1-gyel egyenls
hegyesszogeket alkot. Allitsunk e-re egy az E-tol kiilonboz6 H pontjan at mercleges S* sikot. Ez metszi S-et egy h
egyenesben (amely eszerint merdleges e-re), h pedig ai, b1, ¢1 koziil legalabb kettét metsz, mert ezek kozott nincsenek
parhuzamosak. Nem lehet azonban, hogy h pl. a;-et ne messe, mert akkor h és a; parhuzamosak volnanak, és e a h-val
egylitt az a;-re is merdleges lenne, feltevésiinkkel ellentétben.

Legyen h metszéspontja aq, by, c1-en A*, B*, c*.MA HEA*, HEB*, HEC* derékszogt haromszogek H E befogoja
k6z0s, E-nél levs szogeik egyenlSk, igy egybevagok, tehat FA* = EB* = EC*, vagyis A*, B*, C* egy az E koriili k
koron vannak. Ez azonban lehetetlen, mert igy k-nak a h egyenessel harom kiilonb6z6 kézos pontja lenne. Feltevésiink
ellentmondéasra vezetett, tehat nem allhat, igy e merdleges S-re.

Bollobds Béla (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. III. o. t.)

Megjegyzés. Végss soron a kovetkezs meggondolas is arra vezet, hogy ha e nem volna mer6leges S-re, vagyis a1, by,
ci-re, hanem veliik bezart o szoge hegyesszog volna, akkor egy kornek és egy egyenesnek harom kozos pontja volna.
Az e-t E-ben metsz6 és vele egyenld o szogeket alkoto egyenesek mértani helye (ha az a = 90° esetet kizarjuk),
az E csicsd, e tengelyd és « nyilasszogl forgaskuapfeliilet alkotéinak Gsszessége. Ha a hegyesszog, akkor az emlitett
kupfeliiletnek (legalabb) harom alkotéja volna S-ben: aq, b1, ¢1. Ez pedig lehetetlen, mert igy a fenti S* altal az S-bél
kimetszett h-nak harom kozds pontja volna az S* altal a kupfeliiletbs] kimetszett &’ korrel.

Goth Ldszlé (Budapest, Konyves Kalméan g. II. o. t.)

IV. megoldas: Az allitast a vektoralgebra modszereivel is bebizonyithatjuk. [4 Legyenek a haromszog oldalainak
vektorai (valamelyik koriiljaras mentén haladva) a, b, c, eszerint

(1) a+b+c=0
tovabba az oldalakkal egyenls a szogeket bezard egyenes egységvektora e, eszerint |e| = 1. Igy

@) a-e a-e b-e c-e
coso = = = -
lal-le]  |[a] |b] |c|

Szorozzuk meg (1)-et skalarisan e-vel és fejezziik ki a tagokat (2) alapjan:

(3) a-e+b-e+c-e=|alcosa+ |bjcosa+ |c|cosa =
= (lal + |b| + |c|) cosa = 0.

Itt az abszolut értékek pozitivok, ezért az egyenlGség csak cosa = 0-val vagyis o = 90°-kal teljesiilhet. Ezt akartuk
bizonyitani.
Gdlfi Laszlo (Budapest, Fazekas M. gyak. g. IL. o. t.)

LAz abran H agy van véve, hogy A* = Ao, és B* = Bo.
2 A felhasznalt fogalmakat lasd pl. Hajés—Neukomm—Surdnyi: Matematikai Versenytételek II. (Kozépiskola Szakkori Fiizetek), Tankonyv-
kiado, 1957. 26-30. oldal.



