
I. megoldás: El®készítésül bebizonyítjuk, hogy a paralelogramma átlóinak négyzetösszege egyenl® az oldalak négy-

zetösszegével. Ez derékszög¶ paralelogrammára a Püthagorász-tétel alapján nyilvánvaló. Legyen az ABCD ferdeszög¶

paralelogramma bet¶zése olyan, hogy a hegyesszögek súsai A és C, és az AB oldal nem kisebb AD-nél, legyen

továbbá C, D (derékszög¶) vetülete az AB oldalegyenesen C′, D′
(1. ábra).

1. ábra

Ekkor D′
az AB szakaszon van, C′

pedig e szakasz B-n túli meghosszabbításán, ezért AC′ = AB + BC′
és

D′B = AB − AD′
, továbbá BC′ = AD′

és AB = DC. Így az átlók négyzetei az AC′C és BD′D derékszög¶

háromszögekb®l:

AC2 = AC′2 + C′C2 = AB2 + 2AB ·BC′ + (BC′2 + C′C2) =

= AB2 + 2AB · AD′ +BC2,

BD2 = D′B2 +D′D2 = AB2
− 2AB ·AD′ + (AD′2 +D′D2) =

= DC2
− 2AB · AD′ +AD2,

tehát összegükre fennáll

(1) AC2 +BD2 = AB2 +DC2 +AD2 +BC2,

amit bizonyítani akartunk.

Legyen az ABCD paralelogrammát alaplapként tartalmazó ABCDEFGH = P paralelepipedon bet¶zése olyan,

hogy az oldalélek AE, BF , CG és DH , tehát ezek párhuzamosak és egyenl®k (2. ábra).

2. ábra

Így P testátlói az AG, BH , CE és DF szakaszok. Alkalmazzuk a fenti segédtételt P -nek ACGE és BFHD átlós

síkmetszeteire, amelyek paralelogrammák, és átlóik az AG és CE, ill. BH és DF testátlópárok, majd adjuk össze az

egyenl®ségeket:

AG2 + CE2 = AC2 + EG2 +AE2 + CG2,

BH2 +DF 2 = BD2 + FH2 +BF 2 +DH2,

S = AG2 +BH2 + CE2 +DF 2 = (AC2 +BD2) + (EG2 + FH2)+

+(AE2 +BF 2 + CG2 +DH2).

Itt ugyansak a segédtétel alapján az els® zárójel helyett (1) jobb oldalát, a második zárójel helyett pedig az EFGH

paralelogramma oldalainak négyzetösszegét írva az állítást igazoltuk, ugyanis

S = (AB2 +DC2 +AD2 +BC2) + (EF 2 +HG2 + EH2 + FG2)+

+(AE2 +BF 2 + CG2 +DH2) =

= (AB2 +DC2 +HG2 + EF 2) + (AD2 +BC2 + FG2 + EH2)+

+(AE2 +BF 2 + CG2 +DH2),
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és ezt kellett bizonyítanunk.
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II. megoldás: Az állítás vektoralgebrai úton is igazolható.

1

Legyen az A súsból a szomszédos B, D, E súsba

mutató élvektor a, b és c, ekkor az átlók vektorai

−→

AG = a+ b+ c,
−−→

BH = −a+ b+ c,
−−→

CE = −a− b+ c,
−−→

DF = a− b+ c,

és így négyzetösszegük:

S = (AG2 +BH2) + (CE2 +DF 2) =
[

(b+ c+ a)
2
+ (b+ c− a)

2
]

+

+ [(c− b− a)
2
+ (c− b+ a)

2
] = [2(b+ c)

2
+ 2a2] + [2(c− b)

2
+

+ 2a2] = 4a2 + 2[(b+ c)
2
+ (b− c)

2
] = 4a2 + 2[2b2 + 2c2] = 4(a2 + b

2 + c
2).
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