1. Az ABC héaromszog oldalainak ardanya 3 : 4 : 5, ezért a haromszog C-nél levs szoge derékszég, tovabba a
szokasos jelolésekkel sina = cos 5 = 0,6, cosa = 0,8 A haromszog keriilete 360 m, C és D tavolsaga a keriileten mérve
180 m, igy a mozgd pontok soha sincsenek a haromszoég ugyanazon oldaldn és egyszerre haladnak &t egymas kiinduléd
pontjan. Elég a mozgast eddig az adthaladasig vizsgalni, a tovabbi mozgés ismétlése az addiginak M és N szerepének
megcserélésével, ami nem lényeges modositas.

1. dbra

Vialasszuk egységnek azt az idStartamot, amennyi alatt a pontok 1 m utat megtesznek. Igy a mozgas kezdetétél
eltelt id6 és az addig megtett Gt mértékszadmai megegyeznek, és a mozgasokat ¢ = 0-t6l t = 180-ig kell vizsgalnunk.

Ezt az id6kozt a mozgd pontoknak a haromszog csicsaiban bekovetkezd iranyvaltozasai miatt részekre kell bon-
tanunk. M az A-ban, N pedig B-ben valtoztat iranyt éspedig més-méas idépontban: ¢ = 120-kor, ill. ¢ = 90-kor, igy
harom rész-idészak adodik: I: (0;90), II: (90,120), III: (120;180). Ezekben M és N rendre a b, ¢, a b, a és a ¢, a
oldalparokon van, ezért d tavolsagukat rendre az M N A, az MNC, az M N B haromszogbdl szamithatjuk. Barmely ¢
id6pontra megadhatjuk M és N tavolsdgat e haromszogek allando csiicsatol, tovabba ismerjiik az allando csicsoknal
levé szogeket, ezért MN-t, ill. M N?-et a koszinusz-tétellel fejezziik ki.

I-ben CM =t, AM =120 —1t, és AN = 60 + ¢, ennélfogva M N A-bol:

(1) d? = (120 — £)* + (60 + ) — 2- 0,8(120 — £)(60 4 t) =
= 3,6t — 216 ¢ + 6480 = 3,6(t — 30)” + 3240.

II-ben tovibbra is CM = t, méasrészt BN =t — 90, CN =90 — BN = 180 — t, tehat
(2) d? = 12 + (180 — t)* = 2(t — 90)° + 16 200.
[II-ban pedig AM =t — 120, és igy BM = 150 — AM = 270 — t, masrészt BN =t — 90, ezért

(3) d? = (270 — t)* + (t — 90)> — 2-0,6(270 — )(t — 90) =
= 3,2(180 — t)* + 6480.

Az (1) masodfoku fliggvény a (0;30) részidészakban csokken, (30;90)-ben né, ¢ = 30-kor minimuma van, ekkor
dsoVv 3240 ~ 56,9 m, t = 0-kor dy = V6480 ~ 80,5 m, t = 90-kor dgg = V16 200 ~ 127,3 m.

A (2) masodfoku fiiggvénynek ¢ = 90-kor, az érvényességi idészak kezdGpontjaban van minimuma és abbol dgg
egyenls az (1)-bdl kapott értékkel; a fliggvény értéke az idGszak folyaméan né, legnagyobb értéke diop = V1800 ~
134,2 m.

Végiil a (3) masodfoku fiiggvény az érvényességi idGszak egész folyaman csokken, és igy ¢ = 180-nal minimuma
van: dlgo =V 6480(2 do)

Ezek szerint M és N tavolsadga t = 30-kor a legkisebb, ¢ = 120-kor a legnagyobb.

2. Az M N irény valtozasanak leirdsahoz vegyiik alapiranynak C'A irdnyat. Az M N és C' A kozti ¢ szoget mindegyik
idgszakban tangense alapjan szamitjuk, rendre az NMN', az NMC, ill. az NMM" derékszogi haromszdgbdl, ahol
N’ az N vetiilete CA-n, M" az M vetiilete CB-n; III-ban felhasznaljuk M-nek C'A-n levé M’ vetiiletét is.

I-ben AN = 60 +t, igy AN’ = 0,8 AN = 48 +0,8t, N'N = 0,6 AN = 36 + 0,6¢, masrészt CM = t, ezért
MN'=CA—-CM — AN' =72 — 1,8t, és ezekbdl tg = N'N/MN' = (60 + t)(120 — 3t).

Il-ben tg o = —CN/CM = —(180 — t)/t = 1 — 180//t.

Il-ban CN = 180 — ¢, AM =t — 120, M'M = CM" = 0,6 AM = 0,6t — 72, AM' = 0,8 AM = 0,8¢ — 96, M" M =
CM' =216 — 0,8¢, ezekb6l M"N = CN — CM" = 252 — 1,6¢, és igy tg = —M" N/M"M = (2t — 315)/(270 — t).



Ezek alapjan ¢ kivant értékei és a lépésrdl 1épésre beallott valtozasok a kovetkezok:

t tgo %) valtozas t tg @ ® valtozas
L. 0 /2 26,6° I. 90 —1 135,0°
10 7/9 379 11,3° OI. 100 -8/10 141,3 6,3°
20 4/3 531 152 110 —7/11 1475 6,2
30 3 716 185 120 -—1/2 1534 5,9
40  nincs 90,0 184 130 —11/28 158,6 5,2
50 —11/3 1053 15,3 140 —7/26  164,9 6,3
60 —2 1166 11,3 150 —1/8 1729 8,0
70 —-13/9 124,7 8,1 160 +1/22 1826 9,7
80 —7/6 130,6 5,9 170 1/4 1940 11,4
90 ~1 1350 44 180  1/2  206,6 12,6
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2. dbra

Ezek szerint az irdny véltozasa nem egyenletes, leggyorsabbnak latszik a valtozéas t = 30 koriil, amikor d a legkisebb,
és leglassibbnak ¢ = 120 koriil, amikor d a legnagyobb.

Marét Ildiké (Budapest, Veres Palné 1g. IV. o. t.)

Megjegyzések. 1. Az M N irany valtozasanak pusztan a grafikon szemléletére alapitott vizsgalata néhény dolgozat
megjegyzése szerint nem kielégit6, nem elég pontos, ,kisérleti” jellege van. Ez az aggaly a kozépiskoldk tananyagat
és lapunk szokasos feladatait tekintve megérthets, de masrészt vitathato is. A matematika torténetében is elfordult,
hogy egyes tudosok (természetesen nagyobb kérdésekben) elzarkoztak ,kozelits”, ,grafikus”, ,mechanikus” eljarasok
alkalmazasa el6l, a fejlédés azonban ezt az allaspontot tulhaladta. Szamos kozelits eljarasbol idGvel pontos modszerek
alakultak ki, az un. fels6bb matematika modszereivel kérdésiink is pontosan vizsgalhato. Ez azonban nem zarja ki a
fenti, kevesebb ismeretet felhaszndlé megéllapitas létjogosultsagat. — A kérdést éppen azért vetettiik fel, hogy olvaséink
lassanak példat egyszeri megallapitasok kimondaséara grafikonjaval megadott fliggvény esetében.

2. Annal kevésbé elvetends a fenti eljaras, mert pontossaga tovabbi pontoknak a grafikonba valo beiktatasaval
tetszés szerint fokozhato. Efféle esetekben ugyanis — miutan a valtozasokrol nagy vonédsokban képet kaptunk, a tobb
figyelmet érdeml szakaszokat részletesebben kidolgozhatjuk. Erre példaként bemutatjuk a fent leggyorsabb, ill. leg-
lassibb valtozasinak adédott pontok egy-egy kdrnyezetének 2 egységenkénti stiritését, finomitasat”’. Ezek megerdsitik
fenti megéallapitasunkat.

t %) valtozas t © valtozas
20 53,13° 110 147,53°

22 56,63 3,50° 112 148,73 1,20°
24 60,26 3,63 114 149,93 1,20
26 63,97 3,71 116 151,11 1,18
28 67,76 3,79 118 152,28 1,17
30 71,57 3,81 ITII. 120 153,43 1,15
32 75,38 3,81 122 154,37 0,94
34 79,16 3,78 124 155,35 0,98
36 82,87 3,71 126 156,37 1,02
38 86,50 3,63 128 157,44 1,07

40 90,00 3,50 130 158,55 1,11



3. Tobb dolgozat szerint grafikonjaink ,nem folytonosak”. A folytonosségnak a fels6bb matematikiban adott pontos
fogalma szerint a grafikonok folytonosak — és szemléletesen is, ha azt tekintjiik, hogy az iréeszkoz felemelése nélkiil
megrajzolhatok, — Amit e dolgozatok mondani kivannak, azt igy szokas kifejezni: a csatlakozési pontokban torésiik
van. Az irdnyt abrazol6 grafikonon ez alig latszik, de a tablazatokbol kivehetd, hogy t = 90-nél a valtozas mértéke
kissé nagyobb lesz, t = 120-nal pedig kisebbé valik.

4. T6bb versenyz nem ¢ valtozasarol készitett grafikont, hanem tg p-ér6l. Ez a kitiizott kérdés szempontjabol
nem hasznalhaté, mert bel6le nem olvashatok ki a fenti megallapitasok, mésrészt mert nem lehet teljes, harmadrészt
mert az alapirany sziikségképpeni megvalasztasa folytan egy dnkényes, de a kérdés szempontjaboél lényegtelen elemnek
jelentGs szerepet juttat. Ugyanis az M N irdnyra eltolés erejéig akkor is a kozolt grafikon adddik, ha alapiranynak mas,
pl. az ugyancsak kézenfekvs C'D iranyt vessziik, amelyre tg oo = 1/2, — viszont tg(p — @) grafikonja egészen mas
képet mutatna; ennek kifejezése az [-1II idGszakokban rendre:

/(60 —t),  (t—360)/(3t—180),  —A+1t/45.

5. M és N tavolsaganak és 6sszekotd irdnyanak valtozasat egy mas grafikus modszerrel ugy is leirhatjuk, mintha M
llna, N pedig az M-hez viszonyitott sebességével: ¢’ = cy — cpr-mel mozogna (a sebességeket természetesen irannyal
egyiitt, vektorialisan értve). ¢’ az I-I1I idszakokban kiilén-kiilon allando, ezért N-nek a C-ben allonak tekintett M-hez
ké_[rsst leirt palyaja megrajzoldsahoz elég N-nek valtozo N, helyzetét ¢t = 90, 120, 180, 270, 300, 360-ra megszerkeszteni

CN,=C N, — CM, alapjan, ezekbdl a pélyat az egymads utani pontok egyenes 6sszekotésével kapjuk.

3. dbra

A 3. 4brabol barmely t-re leolvashatjuk d és ¢ értékét.
Pinkert Andrds (Budapest, E6tvos J. g. IIL. o. t.)
6. A 3. abraba N/-nek t = 0,10, 20,22,24,...,38,40,50,60-beli helyzetét berajzolva szemléletesen igazolodik a

tablazatok ¢ = 30 koriili valtozas-adatainak (a kerekités erejéig valo) szimmetriaja. Ez természetesen szamitassal is
igazolhato.



