I. megoldas a feladat elsé részére: Nyilvanvald, hogy a Q1Q)2 . .. Q¢ = H; hatszog 3 — 3 oldalegyenese egymaéssal
pérhuzamos, és hogy mindegyik ilyen haromtagi csoportban a leghosszabb oldal egyenlé a mésik ketts Osszegével.
Vilagos tovabba, hogy H; alakja kétféle tipusu lehet: , L alaka” (konkav), amelyben a két irdnyu leghosszabb oldalak
szomszédosak, és ,szogletes nyolcas” alaka (hurkolt), amelyben ez a két oldal szemben fekvs (és mégis van k6z6s pontja
az oldal. szakaszoknak).

1. dbra

Messe egy konkav Hi-nek Q1Q4 atloja Q2Q5-6t Pi-ben, Q3Q¢-ot Pr-ben (1. abra), ekkor azt kell megmutatnunk,
hogy P> azonos Pi-gyel. Messe Q205 a Q3Q4 oldalt M-ben, Q3Qs a Q4Q5 oldalt N-ben, és a Q2Q3 oldal a szemben
fekvs Q5Q¢ oldalt @Q-ban. Igy az MQ5Qs és Q5Q2Q, valamint NQ3Q4 és Q3QsQ haromszogparti hasonlésédgabol

Qa4Qs - QQs _ Quls - Q3Qu @3Q4-QQ3 _ Q3Q4-QuQs
QQ2 QsQ1 QQs Q1Q2

Helyettesitsiik ezeket az értékeket a PyQaM és Py (QQ1Q2, valamint PoQ4N és P(Q1Q¢ haromszogparok hasonlosagabol
adodo

QaM =

Q4N =

PiQs: PiQ1 =QuM :Q1Q2 ¢ PaQq: PoQ1 = QuN : Q1Qs
aranyparokba. Ekkor mindegyik aranyra a
Q4Qs - QuQs
@1Qs - Q1Q2
értéket kapjuk, és ez mutatja, hogy Py és Py a Q1Q2 egyenesnek ugyanaz a pontja.
Bizonyitasunk bettirsl bettire érvényes hurkolt hatszogre is.
Kiss Addm (Budapest, Rakoczi F. g. IV. o. t.)

Megjegyzés. A haromszogek hasonlosagédban H;-r6l csak azt hasznaltuk fel, hogy minden mésodik oldala parhuza-
mos, ezért az emlitett a4tlok akkor is egy pontban metszik egymast, ha csak az emlitett oldalak parhuzamossaga all
fenn, a szomszédos oldalak merdlegessége nem (1. a hurkolt hatszog dbrajat).

Bollobds Béla (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. III. o. t.)

II. megoldas az elsé részre: A koordinitageometria ,gépies” modszereivel dbrara valé hivatkozas nélkiil is

bizonyithatjuk az allitast, vagyis anélkiil, hogy tekintettel lennénk H; alakjanak tipusara. Valasszuk kezdSpontnak

Q1-et, tengelyeknek a Q1Q2, Q1Qs egyeneseket, legyenek tovabba Q2, Qs3, Q4, @5, Q¢ koordinatai rendre (a,0), (a, ),
(bu C), (bu d)a (07 d) igy a Q2Q5; ill. Q?)QG atlo egyenlete

d c—d

yzb_a(:v—a), y=d+ x,
igy P metszéspontjuk koordinatéi:

_ abe _ acd

"~ ac+ bd — be’ y_ac—i-bd—bc'

Innen y/x = ¢/b, ami éppen a Q1Q4 atlo egyenlete; ez azt mutatja, hogy P-n ez az atlo is dtmegy.
Tihanyi Ambrus (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. IV. o. t.)
Megjegyzések. 1. Ez a moédszer konnytivé teszi a P pont létezésének diszkusszidjat. P — mint Q2Q5 és Q3Qs

metszéspontja — akkor és csak akkor nem létezik, ha e két atl6 paArhuzamos, irdnytényezdik egyenlsk, vagy ami ugyanaz,
ha P kiszamitott koordinatainak kozos nevezGje 0. Az ac+bd —be = 0 feltevésbdl viszont d = (b—a)c/d, és ebbdl Q2Q5



iranytényezsje: d/(b — a) = ¢/b, ami egyenlé Q1Q4 irdnytényezsjével, ilyenkor tehat mindharom atlé6 parhuzamos (és
ezért a feladat masodik részében mind hat ¢; parhuzamos, az R1 Ry ... Rg hatszog nem létezik).

2. Meg lehet mutatni, hogy ez az elfajulas csak hurkolt H;-nél kovetkezhet be.

3. Az allitast Fritz Jozsef, Holop Andrds és Kolonits Ferenc a Ceva-tétel felhasznélasaval bizonyitotta.

I. megoldas a feladat tovabbi részére: Megmutatjuk, hogy a P, Rg, R1, Ro pontnégyes hirnégyszoget és igy
egy k kort hatéroz meg (2. abra, lasd a 990. feladat 2. dbrajat is), mert Rg-nal levé bels6 és Ro-nél levs kiilsé szoge
egyenld.
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Ehhez felhasznaljuk, hogy (1) PQsRsQ1 és (2) PQ2R2Q3 a g-egyenesek szerkesztésénél fogva hurnégyszogek, hogy
(3) Hyi-nek QsQ1 és Q2Q3 oldalai parhuzamosak és hogy (4) P a Q3Qs egyenes pontja. Igy (1) alapjan PRgRi< =
Y1 = PRgQ1<< = PQsQ1 <, (3) és (4) alapjan 9, = 1800—PQ3Q2<I, végiil (2) alapjan ¥, = PR2Q2<, ami allitasunkat
igazolja. — Hasonléan lathaté be, hogy az R1Rs ... Rg = Ho hatszognek barmelyik harom egymads utani cstucsa és P
egy kor pontjai. Pl, P, Ry, Ry, R3 és P, Rs, R3, Ry egy-egy koron van és igy a P-n, Ry-n, R3-on atmend kor atmegy
Rj-en és Ry-en is. Hasonl6an lathato be, hogy mind a hat pont egy kordn van, amely dtmegy P-n is.

Ezekbdl kovetkezik, hogy Ha barmélyik két szemkozti csiucsa (amelyek indexeinek kiilonbsége 3) a k egy atmérdjének
két végpontja. Példaképpen Rs Rs-re mutatjuk meg, hogy latészoge Ri1-b61 derékszog.

Mivel P, Rs, R¢, R1 a k-n vannak, és PQgRs(Q1 hurnégyszog, igy PR1Rs< = Y2 = PRgRs5<< = PRgQs< =
PQ1Qs<, és ezért 91-nek (].) alapjan kapott értékével RoR1R5<< = RoR1P<<+ PR1Rs<t = 91 + Y2 = PQ1Q2< =
PQ1Qs< = Q2Q1Q6<, ami derékszog.

Most mar lathato, hogy Hy és Hs kapcsolata ugyanaz, mint a versenyfeladat Q1Q2Q3Q4Q5Q¢ és BCA'B'C'A
hatszogeié, Ha-bdl és P-bél a versenyfeladat szerkesztésével juthatunk el Hi-hez. Ennek felismerése feleslegessé teszi
annak az allitasnak a bizonyitasat, hogy a feladat utolsé mondataban felsorolt szakaszok felez6pontjaival meghatarozott
k' kornek egy atméréje OP, mert ez mar a versenyfeladatban megtortént.

Czékus Labore (Budapest, Toldy F. g. IV. o. t.)

Megjegyzések. 1. E bizonyitas elsé része a Versenyfeladat III. megoldasanak megforditasa, ott a ,,k-beli” hir-
négyszoghol (tovabba két ,talpponti” harnégyszogbdl) bizonyitottuk Q@1 és Q2Qs parhuzamossagat, itt pedig a
parhuzamossagbdl azt, hogy egy négyszog csicsai k-n vannak.

2. Tébben a PRgR1 Ry négyszog P és Ry csicsandl levs (Abrankon szemkozti) szogek Osszegérsl mutattak meg,
hOgy 180°-kal egyenlc’i. Ez valamivel nehézkesebb: RgPRo<t + RgR1Ro<t = RgPRy + Q1 R1Q2< = 180° + RgPRy< —
Q1PQa< = 180° + RgPQ1<t — Ry PQo<t = 180° + (R6Q6Q1< — R2Q3Q2<I> = 180°.

A kovetkez6 megoldas més sorrendben bizonyitja az allitas egyes részeit.

II. megoldas a feladat tovabbi részére: Az Ry pont szerkesztésénél fogva Q1 és Q2 a PR; atmérs folotti
k1 Thalész-kor pontjai. Messe k1 a QQ2Q3 egyenest mésodszor S-ben, ekkor Q1.5 a kij-nek atmérGje, mert (Qo-bol
derékszogben lathato. Igy a PSR1Q: négyszog, amelynek csicsait k; két atméréjének végpontjai adjak: téglalap,
ezért PS mer6leges PQ;-re.— Hasonléan a PR3 atmérd folotti, Qs, Q4-en dtmend ks Thalész-kornek QQ2Qs-mal vald
masodik metszéspontjat S*-gal jelolve Q45™ a kz-nak dtmérsje, ezért PS*R3Q4 téglalap, és PS™ mer&leges PQ4-re. —
Igy pedig PS és PS* azonosak, mert PQ, azonos PQ-gyel és PQ-re P-ben csak egy merdleges allithato. Ennélfogva
S* azonos S-sel, az emlitett két téglalapnak PS oldala kozos. Ezért nem kozos cstcsaik szintén egy téglalap cstcsait
adjak: Q1Q4R3R; téglalap.



Ugyanigy bizonyithaté, hogy a PRy és a PRg atmérg folé irt ky, k¢Thalész-korok a QQ5Q¢ egyenest ugyanazon
T pontban metszik, ezért PTR4Q4 és PT RsQ1, és kovetkezésképpen Q1Q4 R4 R is téglalap. Minthogy ennek (1Q4
oldala kozos az el6bb téglalapnak bizonyult Q1Q4R3 R négyszoggel, azért Ry R3R4Rg is téglalap, koréje k kor irhato,
ebben az R1 R4 és R3Rg atlok atmérck.

Az Ry R4 &tmeérds P-bdl derékszogben latszik, mert egyrészt ki-ben felleps kerdileti szogek és a Q2.5(|Q4Q5, Q2 R3|| Qs R4
parhuzamosséagok folytén SPRy<t = 180° — SQoR1 <t = Q4Q5R4<, masrészt a téglalap szimmetriai és kq-beli kertileti
szogek révén TPR4< = PTQ4< = PQ5Q4<, harmadrészt mivel a PSR3Q4 és PT R4(Q)4 téglalapok PQ, oldala kdzos,
tehat S, P, T egy egyenesen fekiisznek, és igy R1 PR4<< = SPT<—SPR1<—TPR4< = 180° — (Q4Q5 R4<<+ PQsQ4<) =
180° — PQsR4< = 90°. (A maésodik lépésben felhasznaltuk, hogy a k4 kor @5-6t nem tartalmazo PQ4 és TRy ive
egyenld.)

Ugyanigy lathato be, hogy a Hs hatszog szemben fekvd RyR5 és Rq Ry oldalai is téglalapot adnak, ennek koriilirt
kore is atmegy P-n és igy azonos k-val, mert harom pontjuk: R;, Ry és P koz0s. Eszerint k-nak RoRs is atmeérGje,
mert ez az utébbi téglalapnak atloja.

Tusnddy Gdbor (Bp., E6tvos L. tud. egyet. term. tud. kari I. é. hallg.)
Megjegyzések. 1. Az allitas akkor is érvényes, ha a g; egyenesek helyett azokat a g,, egyeneseket hasznéljuk fel az R;

csucsok elGallitasdban, amelyek &tmennek a @; pontokon és a megfelels ¢;-hez képest ugyanazon irdnyban ugyanakkora
hegyes szoggel el vannak fordulva. (Ez a 990. feladat els6 allitasanak megforditasa.)

Griiner Gyorgy (Mosonmagyarovar, Kossuth L. g. IIL o. t. )

2. Valamennyi allitas bizonyithato koordinatageometriai aton is; ezt az utat valasztotta Vdrady Gdabor (Gy6r, Révai
M. g. IV.o. t.)



