I. megoldas: Tegyiik fel, hogy van a feladatban leirt tulajdonsagu M pont és vegyiik segitségiil az AD oldalnak
azt az N pontjat, amelyre AN = AB; ekkor azt kell bizonyitanunk, hogy CD = DN.

Legyen BAD< = «a és CDA< = 4, ekkor a hurnégyszog szogeire vonatkozo tétel alapjan BCD< = 180° — « és
ABC< = 180° — 4. Az adott tulajdonsagi M pont rajta van a négyszog B, C csicsainal fekvd szogek felezin, ezért
ABM< = (180° — ¢)/2 és BCM< = (180° — «)/2. Az utobbi szog akkora, mint az ABN egyenls széri haromszog
alapjan fekvé ABN és AN B szogek, igy a BOM N idom hurnégyszog és N a BC' M haromszog koriilirt korének AD-vel
valé méasodik kozos pontja. Most mar — feltéve, hogy N az AM szakaszon van —

NCD<x<=NCM<x+ MCD<x=NBM<+ BCM< =
= (ABM< — ABN<) + BCM< = ABM< = (180° — §)/2,

vagyis az NCD haromszog egyenld szard, CD = N D, amit bizonyitani akartunk. — Ha N a DM szakasz pontja, akkor
ismét

NCD<=MCDg—- MCN<«<=BCM<—-MBN< =
= BCM<« — (ABN< — ABM<«) = ABM<«.

Végiil ha N egybeesik M-mel, akkor ABM< = ABN< = (180° — «)/2, igy ABC< = 2ABM < = 180° — a, vagyis
BC parhuzamos AD -vel, az ABCD négyszog szimmetrikus trapéz, ezért az M = N pont a szimmetriatengelyen van,
tehat felezi AD-t, és igy DN = AN = AB = CD. Ezzel a bizonyitéast befejeztiik.

Czékus Laborc (Budapest, Toldy F. g. IV. o. t.)

Megjegyzések. 1. Az AB+CD = AD feltétel elegendd is a kérdéses tulajdonsagiu M pont létezéséhez. Ha ugyanis egy
kor AD huarjanak egy pontja N és a kort az A koriill AN, és D koriil DN sugarral irt korok AD-nek ugyanazon oldalan
B, ill. C-ben metszik, akkor van az AD hiron olyan pont, amely az ABC'D négyszég AB, BC és C'D oldalaitél egyenld
tavolsagra van. Ilyen a BC'N haromszog koreé irt kornek AD-vel valo M masodik metszéspontja, (ill. ha e kor érinti AD-
t, akkor maga N). Valoban, a fenti jeloléseket hasznalva, és csupan arra az esetre szoritkozva, ha M a DN szakaszon
adodik: MBA< = 180°—a— ABM< = DCB<— NMB< = DCB<«— NCB<=DCN< = (180°-4)/2 = ABC</2,
vagyis BM felezi az ABC szoget, M egyenls tavolsdgra van AB és BC-t6l. (Csak C és M szerkesztési modjat
hasznaltuk fel, tovabba B-r6l azt, hogy valahol a kornek az ADC' sz6g széarai k6zotti AC ivén van.) Hasonloan lathato
be, hogy CM felezi a DCB szoget és igy M egyenls tavolsagra van BC' és C D-t6l; ebben hasznaljuk fel B szerkesztési
modjat. Eszerint M mindharom mondott oldaltél egyenls tavolsagra van.

2. Sem az allitas, sem a megforditott tétel bizonyitasdban nem hasznaltuk fel, hogy AD a koriilirt korben dtmérg,
ezért minden olyan konvex hirnégyszogben, amelyben két szomszédos szog felez6i egymast a csticsaikat Osszekdts
oldallal szemkozti oldalon metszik, ez a szemben fekvs oldal egyenls a vele szomszédos oldalak Gsszegével. Az ABCD
idom konvexségét viszont felhasznaltuk, vagyis hogy B és C' az AD-nek ugyanazon partjin vannak, ezen alapult a
BCM haromszog koriilirt korében az M N hir C és B-bdl valo latoszogeinek egyenlsége.

Gazsi Lajos (Kaposvar, Tancsics M. g. IV. o. t.)
Tihanyi Ambrus (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. IV. o. t.)

A tovabbi megoldasok abrain AD nem atmérének van rajzolva, de a szévegben nem tériink ki azon esetekre, ha «
és ¢ kozott tompaszog is lép fel.

II. megoldas: Legyen M vetiilete az AB, BC,C'D oldalon rendre F, F', G, ekkor feltevésiink szerint ME = MF =
MG, tovabba BE = BF és CF = CG. Igy az MEBF és MFCG négyszogek hurdeltoidok, EF és M B, ill. FG és
MC atloik merdlegesek, és benniik, az ABCD idom hurnégyszog voltat is felhasznélva, EM F< = 180° — EBF < =
180° — ABC< = ADC< = § és hasonloan FFMG< = a. Ezért ha még FE és G vetiilete M F-re H, ill. J, akkor az M GJ
és AME, valamint MEH és DMG derékszogl haromszogek hasonlok és ugyanez all a mer6leges szara 6/2 ill. «/2
hegyesszogeket tartalmazé6 M BF, EFM és MCF, GFJ derékszogl haromszog-parokra. Ezek alapjan folytatolagos
atalakitésa,

EB FB HF MF MH MFE DG DM DG DM — DG

ME MF EH EH EH EH MG MG MG  ME




és igy (az egyenlség-sorozat szélss tagjait M E-vel szorozva) EB = DM — DG, mésképpen EB + GD = MD.
Hasonloan kapjuk, hogy AE + CG = AM (A és D-t, B és C-t paronként felcserélve E és G, valamint H és J is
paronként felcserélédnek.) E két egyenlGség alapjan pedig

AB + CD = (AE + EB) + (CG + GD) = (AE + CG) + (EB + GD) =
= AM + MD = AD,

amit bizonyitanunk kellett.
Hahn Jdnos (Szeged, Déry M. gépip. t. IV. o. t.)

III. megoldas: Legyenek a négyszog oldalai AB = a, BC' = b, CD = ¢, DA = d, a kérdéses M pontnak a
harom oldaltol val6 tavolsaga o, az AB és DC oldalegyenesek metszéspontja F, ennek vetiilete AD és BC-re F, ill.
G, és EF = m, EG = my. A feltevésnél fogva EM felezi az AED szoget. Igy az ABC D négyszog kétszeres teriilete
kétféleképpen is kifejezhets:

2t=(a+b+c)o=dm —bm,
és innen J b
AB+CD=qa+c= w
0
Az ADE és CBE haromszogek hasonlok, mert a C és A, a B és D csicsparoknal fekvs szogeik a hurnégyszog
alaptulajdonséaga folytan egyenldk, igy b : d = my : m, b = dmq/m, ennélfogva

2 _
a+c:dm dml(ml—i—g)'
mo

Ugyancsak a fenti indok alapjan hasonloak az AEF és CEG derékszogi haromszogek is, igy EFF és EG tiikros parok
EM-re. Ha tehat az M-en at BC-vel hizott parhuzamos EG-t H-ban metszi, akkor HG = g, tovabba az M EH és
MEF derékszogi haromszogek egybevagdsagabol

EFH=EG+GH =my+0=FEF =m, méasképpen m—myi = o,

és ennek felhasznalasaval
dm? —dmim  dm—dm;  d(m —my)
a + CcC = = = = d,
mo 0 0

amit bizonyitanunk kellett.

Rozviczy Judit (Budapest, Szilagyi Erzsébet lg. IL. o. t.)
Megjegyzések. 1. A négyszog teriiletének kifejezéséhez dtmenetileg trigonometriai ismereteket is hasznalva hasonléan
juthatunk célhoz. A kétszeres teriilet az AC atloval vald két részre osztasbol kiindulva

2t = absin(180° — §) + edsind = (ab + c¢d) sind = (ab + ed)o/ DM,

és innen DM = (ab+ cd)p/2t. Hasonldéan a BD atloval valo felbontasbol AM = (ad+be)o/2t. Ezekkel AM + DM =d
alapjan, valamint a fenti megoldas kiinduldépontjanak felhasznalaséval

2t/o=(ab+cd+ad+bc)/d=a+b+c

és innen atrendezéssel a + ¢ = d.
Muszbek Liszlo (Torokszentmiklos, Bercsényi M. g. IV. o. t.)

2. A megoldasok tobbsége trigonometriai iton bizonyitotta az allitast. Ilyen volt a II. megoldas is, amely alap-
gondolataban a tgx/2 = (1 — cosx)/sinx azonossagot hasznalta fel. Ajanljuk a megoldas ilyen atalakitésat és az
Osszehasonlitast. Utolsoként egy szogfiiggvényeket felhasznalé megoldast adunk, ebben egyszertség végett tamaszko-
dunk arra, hogy AD atmérd, és hogy 0° < «, § < 90°.



IV. megoldas: Feltevésiink ugy is kimondhatd, hogy a négyszogiink B és C csucsanal fekvos szogek felezéi AD-n
metszik egymaést. Ez a félkorbe irt négyszogek koziil nyilvan nem valamennyire teljesiil (pl. az AD alapon allo elég
kicsi és elég nagy magassagu egyenls szard trapézekben a metszéspont ,kozel van” az AD-re mergleges &tmérs ,,also”,
ill. fels6” végpontjahoz), ezért avégett, hogy a szogfelez6k AD-n messék egymast, B és C kozill, mas szoval o és
0 koziil legfeljebb az egyiket véilaszthatjuk tetszés szerint. Keressiink tehat Osszefliggést a és & kozott. Az ABD és
ACD derékszogi haromszogekbsl AB = AD cosa, CD = AD cosd, ezért a bizonyitandé egyenlGségbdl AD-vel valo
osztassal ez varhat6: cosa + cosd = 1.

Ezt abbol bizonyitjuk, hogy 1/AM-nek az AM B és AMC héaromszogekbdl a szinusz-tétel alapjan vett kifejezései
egyenlsk. Az ABM haromszogh6l ABM < = 90°—4§/2, igy AM B<t = 180° —a—(90° —§/2) = 90° — (a—§/2); masrészt
ACB< = DCB<—DCA< = 180°—a—90° = 90° —a, igy MCA< = MCB<—ACB< = (180°—«a)/2—(90°—«) = /2,
tehat az ACM haromszogh6l AMC< = 180° — (90° — ) — /2 = 90° + (6 — «/2). Ezekkel

1 sinAMB<  sinAMC<«
AM — ABsin ABM<«  ACsin ACM<’
cos(a —0/2)  cos(d —a/2)

ADcosacosé/2  ADsindsina/2’
A szamlalokat az addicio tételek alapjan felbontva és tagonkénti osztassal, egyszeriisitéssel

sinasind/2  cosdcosa/2
1+ - — 41
cosacosd/2  sindsina/2

Atrendezéssel, a sinz = 2sinx/2 cos /2, majd a 2 sin? x/2 =1 — cosx azonossagok alapjan

4sin® o/2sin? §/2 = cos v cos 6,
(1 —cosa)(1l —cosd) = cosacosd,
1—cosa—cosd =0,

amit bizonyitani akartunk.

Fritz Jozsef (Mosonmagyardvar, Kossuth L. g. III. o. t.)

Megjegyzés. Szamos dolgozat azért hidnyos, mert sziik, a helyzetekbe mindendron szimmetriat bevinni kivano
(t6bbnyire 6ntudatlan) szemléletbdl kiindulva az ABC D négyszog egyetlen lehetséges alakjaként a szabélyos hatszog
felét hajlandé elfogadni, vagy ami ugyanaz, M-et csak AD felez6pontjaként. Az I. megoldéasbol lathato, hogy az AD
htron barhol felvett N pontbol kiindulva AB = AN és DC' = DN-nel és B, C-t AD-nek ugyanazon partjan véve a
szobanforgé tulajdonsagi négyszoget kapunk.



