I. A koriilforgatas lehetetlenségének belatasahoz elég megmutatni, hogy ha vessziik az REULEAUX-idomnak tetszés
szerinti harom egyméashoz képest paronként 120°-kal elfordult tamaszsavjat, ezek kozos része altalaban nem egybevagd
a kerettel, azaz nem szabélyos hatszog. Ha mutatunk kiilonb6z6 oldalu kozos részt add tamaszsav-harmast, ebbsl
lathato, hogy a megfelel6 allasban R bele sem illeszthetd a keretbe.

Ilyen pl. az a harom tadmaszsav, amelynek mindegyike R-t az ennek hatarvonalat alkoté r, ill. a 4+ r sugaru ivszaka-
szok egy-egy szemben fekvd parjanak felez6pontjaban érinti. Legyen R hatérvonala A koriili r és C koriili a 4 r sugaru
ivének felez6pontja A’, C” és az ezekhez tartozé érint6k metszéspontja H.

Ekkor az emlitett savok kozos része oldalainak hossza a nyilvanvalé szimmetria folytan valtakozva 2A'H és 2C" H.
Ezek egymastol kiilonbozok. Ugyanis szimmetria folytdn az AA’, CC” egyenesek dtmennek az ABC haromszog O
kozéppontjan ezért az OH A’ és OHC” haromszdgek derékszogiiek, OH atfogojuk kozos, viszont A’O és C” O befogoik
kiilonbozok, és ezért az A'H és C”' H befogok is kiilénbozsk. Valoban,

AO=AA+ A0 =r+a/V3,
C"0=0"C-CO=a+r—a/V3=r+(V3-1)a/V3,

igy A’O > C"0, és ezért (Piithagorasz tétele alapjan) A'H < C” H, amit bizonyitani akartunk.

II. Hasonléan adoédik, hogy nem lehet R-t szabélyos haromszog alaku keretben a kivant moédon forgatni. Ha
ugyanis a hatarvonal tovabbi ivszakaszainak felezSpontjai B',C’, ill. A”, B” akkor mind az A’, B, C’-beli, mind az
A", B",C"-beli érint6k R szaméara egy-egy ,tamasz szabalyos haromszoget” alkotnak és ezek oldalai kiildnboz6k,mert
mindkettonek kézéppontja O és beirt kéreik sugaraira, mint lattuk, OA" > OC” .

Biborka Tamds (Mako, Jozsef A. g. I1I. o. t.)

Megjegyzések. 1. A megoldas 1. részében kovetett meggondolasunk igy is fogalmazhaté. Az R-idomnak harom
egymashoz képest 120° — 120°-nyi szoget bezar6 szimmetriatengelye van. Ugyanilyen kolesonos helyzeti keretiinknek
az a tengelyharmasa, amely az oldalak felez& merélegeseibdl 4ll. Ha a forgatas lehetséges volna, akkor olyan helyzet is
volna, amelyben a két tengelyharmas irdnyai paronként parhuzamosak. De ekkor egybe is kellene esniiik, és ezért az
R-idom ko6zéppontja a keret kozéppontjaba esnék, a szemben fekvs tamasztasi pontparokkal meghatarozott szakaszok
felez6pontjaba. Ez pedig lehetetlen, mert az R-idom tengelyeinek az idomba esd szakaszat (e > 0 esetén) az O
kozéppont nem felezi.

2. Meg lehet mutatni, hogy R-t csak abban az allasban lehet a keretbe beilleszteni, amelyben a kerettel az r és
a + r sugaru {vszakaszok csatlakozasi pontjaiban érintkezik; és ebbdl az allasbol R-t meginditani sem lehet. Mert ha
egy tamaszsav tamaszegyenesei R hatarvonalét egy-egy ivszakasz belsé pontjaban érintik, akkor ugyanez all a 120°-kal
elfordult irdnyu tamaszegyenesekre is, és ekkor a harom tamaszsav K koz0s része olyan harmas forgasi szimmetriaval
bir6 hatszog, amelynek szomszédos oldalai kiilonb6zék: 2. dbrankon az r sugard A As iv érintjén levé GH oldala
kisebb az a+r sugari CoA; és By As iv érintéjén fekvs J'G = HJ oldalanal. Ugyanis abrank tovabbi jeloléseivel, mint
alabb megmutatjuk, a kozos LG, ill. M H atfogoja LGS és LGT', ill. MHS és MHU' derékszogti haromszogekben
LS = LT, ill. MS =2 MU', igy GS < GT',ill. HS £ HU' = J'T', és ezért GH = GS+ SH < GT' +T'J = GJ'.
A K-idom szogei 120°-osak, szélessége mindharom oldalparra a + 2r, ebbsl mar kénnytd belatni, hogy GH kisebb,
GJ' nagyobb a keret egy oldalanal, ha tehat a keretet tgy illesztjiik K-ra, hogy egy szoge fedje a GHJ szoget, akkor
K-nak G’ és H' pontjai, veliilk G'J és H'J oldalai és ezekkel R-nek T és U pontjai egyarant kiesnek a keretbél.

Fenti egyenl6tlenségeink helyesek, mert ha 4; AS<t = ¢ (ahol0° < ¢ < 30°), akkor az ABL héaromszogbl LA =
2a:sin(60° — ) /V/3, LB = 2asin p/V/3, ezekkel LS — LT' = (LA+7r)—(a+r—LB) = LA+ LB—a = 2a[sin(60° — )+
sin ¢ — cos 30°] / V/3, és ez pozitiv, mert a tobbtaga a sin(u + v) + sin(u — v) = 2sinu cos v azonossag felhasznéalasaval
cos(30° — ) — cos 30° alakban irhato, ahol 0° < 30° — ¢ < 30°, tehét valoban LS > LT’. Ebbdl pedig MS = LT,
MU =LS ¢ S8 =TT' = o+ 2r alapjan M S = MU’ amint fentebb allitottuk.



@ =0°esetén pedig L=B, M = A, S = Ay, U = A, és egyszeriibb szamités igazolja elsd allitdsunkat. Ekkor R
és a keret kozéppontjai egybeesnek.

3. A feladat elsé allitasa igy is kimondhaté: az R-idom nem burkolhat6 egybevagéd szabalyos hatszogekkel (s6t nem
egybevagd szabélyos hatszogekkel sem).

4. Bollobds Béla (Budapest, Apéaczai Csere J. g. IIL. o. t.) bebizonyitotta, hogy az R-idom nem forgathaté koriil
olyan a+ 2r szélességi sokszog alaku keretben, amelynek oldalai koz6tt van legaldbb harom nem péarhuzamos, de a+2r
szélességl rombuszban koriilforgathato.

5. Tobb dolgozat az allitast arra ramutatva vélte bizonyitani, hogy az R-idom kéré irhato kér OA’ = r + aV/3
sugara nagyobb a keretbe frhaté kor r + a/2 sugarénal, és ezért R bele sem illeszthets a keretbe. Lattuk azonban,
hogy beilleszthets. A megokolds még akkor sem volna elegendd, ha R magaban foglalna a koriilirt kor egy atmérgjét,
mert ezt a keret szélességéhez képest ferdén esetleg még mindig beilleszthetndk.



