Torzsszamhatvanyok szorzatara felbontva 840 = 23 -3 -5 7, ezért a kivant oszthatosaghoz sziikséges és elegendd,
hogy K oszthato legyen 2%, 3,5 és 7 mindegyikével. K -nak 2-ik, 3-ik és 4-ik tagja barmely természetes n-re paros, ezért
K akkor és csak akkor paros, ha n® paros. Ez pedig akkor és csak akkor teljesiil, ha n paros: n = 2k. Paros n-re K
mindjart 23-nel is oszthat6, mert igy K = 8k> + 24k% — 8k — 24 = 8(k3 + 3k* — k — 3).

Hasonléan 3-mal akkor és csak akkor oszthato K, ha 1-s6 és 3-ik tagja egyiitt oszthato 3-mal. Mar most n® — 4n =
n(n?—4) = (n—2)n(n+2)-t n+2 = (n— 1)+ 3 alapjan igy is irhatjuk: (n —2)(n—1)n+3(n —2)n, ez pedig 3A4 alakt
(ahol A egész szam), mert els§ tagja harom egymés utani egész szam szorzata, ami mindig oszthat6é 3-mal, masodik
tagjanak pedig tényezéje a 3. Igy K minden n természetes szamra — s6t minden n egész szamra — oszthaté 3-mal.

Konnyt felismerni, hogy K fentebbi alakja szorzatta alakithato:

K =8[k*(k+3)— (k+3)] =8(k+3)(k*—1) =8(k—1)(k+ 1)(k + 3).

Igy K nyilvan akkor és csak akkor oszthato 5-tel, ha ez a k — 1, k + 1, k + 3 fényezdk valamelyikére teljesiil, tehat
vagy k — 1 =bm, azaz k = 5m+ 1,
vagy k+1=5j,azaz k=5j—1=5(j—1)+4= 5m+4,
vagy k+3=5j,azaz k=5j—-3=5(j—1)+2= 5m+2,

ahol m természetes szam, vagy 0. Es hasonléan K akkor és csak akkor oszthato 7-tel, ha
vagy k="Ts+1, vagy k = T7s + 6, vagy k = T7s + 4.

Mas szoval akkor, ha k-t 5-tel osztva a maradék vagy 1, vagy 2, vagy 4, és k-t 7-tel osztva a maradék vagy 1, vagy 4,
vagy 6.

Ezt a 3 -3 kovetelményt 3 - 3 = 9-féleképpen kapcsolhatjuk parba. Megmutatjuk példdkon, hogy a két osztasi
maradék vizsgilatat eggyel helyettesithetjiik, a k szam 5 - 7 = 35-tel val6 osztdsanak maradékat vizsgélva.

Ha pl k-t akar 5-tel, akar 7-tel osztva maradékul 1-et kell kapnunk, akkor a

k=bm+1=T7s+1

egyenletb6l bm = 7s, ami csak Ggy lehetséges, ha m oszthatd 7-tel: m = 7¢, mert 5 és 7 relativ primek; és igy
k = 35t + 1. Vilagos, hogy az ilyen k szdmok 5-tel osztva is, 7-tel osztva is 1-et adnak maradékul.
Hasonléan k = 5m + 1 = 7s 4+ 4-bdl

7s+3 2543
m = =S5+ =s+u
5 5
akkor és csak akkor egész, ha 2s + 3 = bu, vagyis
S5u—3 -3
s=2 :2u+u =2u+v
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egész, ez pedig teljesiil, ha u—3 = 2v, vagyis u = 2v+3. Ebb6l s = 2(2v+3)+v = 5v+6, ezért m = (5v+6)+(2v+3) =
Tv+9és véegil k =5(Tv+9) + 1 = 35v + 46 = 35(v + 1) + 11 = 35w + 11; ennek maradékai 5-tel, ill. 7-tel osztva
valoban 11 —2-10=1,ill. 11 -7 =4.

Valamivel révidebben jutunk célhoz a k = 5m+2 = 7s+ 6 esetben. Innen m = (7s+4)/5 = s+2(s+2)/5 = s+2z
csak akkor egész, ha s+2=5z2,s=52—-2, m=72—2,k =352—8 =35(2—1) + 27. (Ez azon mult, hogy észrevettiik
a 2-es tényezd kiemelhetGségét.)

Valamennyi maradék-pérositas eredményét tablazatban foglaljuk Ossze. A tablazat belsejében allo, 35t + u tipusu
alakok 5-tel osztva a sor elején 4allo, 7-tel osztva az oszlop fején allo alakra vezetnek.

k | 7s+1 | 7s+6=7(s+1)—1 | 7s+4
om+1 35t +1 35t +6 35t + 11
Bm+4=5(m+1)—1 | 35t+29 | 35t +34=35(t+1)—1 | 35t +4
om + 2 35t +22 | 35t 427 35t 4 32

Visszatérve n-re, célszeri ennek parossigi kovetelményét is ezen eredményekhez kapcsolni. Az n : 2 osztasban
csak a 0 maradékot engedtiik meg, ezért az esetek szama nem emelkedik. Behelyettesitve a k-ra nyert kifejezéseket
az n = 2k Osszefliggésbe azt nyerjiik, hogy K akkor és csak akkor oszthatdé 840-nel, ha n-et 70-nel osztva a maradék
a tablazatban szereplé maradékok valamelyikének a kétszerese, tehat a kovetkezo kilenc szam valamelyike (névekvg
sorrendbe rendezve): 2, 8, 12, 22, 44, 54, 58, 64, 68.

Pl, n =204 =270+ 64-gyel k = 102, és igy

K=8Fk—-1)(k+1)(k+3)=8-101-103-105 = 840101 - 103.
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Megjegyzés. A két osztas helyett egyre valo attérés azon a sejtésen alapul, hogy a k : 5 és k : 7 osztasok r’ ill.
r" maradékai egyértelmien meghatarozzak a k : 35 osztés maradékat, mas széval, ha a kiilonbdzs ky és ks szamok



mindegyikének 5-6s, ill. 7-es maradéka 7', ill. ", akkor a ki : 35 és ks : 35 osztasok egyméstol csak a hanyadosban
kiilonboznek. Valéban, feltevéseink szerint

ki=5mi+71r =781 + 71"
ko = bmg + 1" = Tsy + 1",

innen
kz — kl = 5(m2 — ml) = 7(82 — 81),

ez csak gy allhat, ha mo — my = 7t, ebbdl pedig ks — k1 = 35¢, ami a sejtést igazolja.



