Az N alakzat létezik, mert a p; parabola C7 csicsa az origd, tengelye az Y-tengely, paramétere 2 egység, fokusza
F1(0; 1) igy az adott K pont a p; belsejében van — nem magan a parabolan — ezért K a pa, ps, ps-nek is a belsejében
van és ugyanez all egy a K koriil elég kicsi sugarral irt kdr minden pontjara, tehat a négy parabola belsejének van
kozos része.

Ha N-nek egy a p1-bdl valo keriileti pontjaban a tamaszegyenese t;, akkor az ebbdl a K koriili forgatasokkal
el6allo to,ts,t4 egyenes ugyancsak tdmaszegyenes, masrészt ezek egy négyzetet zarnak koriil, tehat N négyzetekkel
burkolhat6.

A legnagyobb és a legkisebb tdmasznégyzet meghatarozasa céljara le kell irnunk N-et. ps, p3, ps csicsa rendre a
C2(3; 3),C3(0; 6), C4(—3; 3) pont, fokuszaik F5(2; 3), F3(0; 5), F4(—2; 3), egyenleteik: (y—3)*+4(x—3) = 0, 22 +4(y—
6) =0, (y—3)*>—4(z+3) = 0. p; és p3 egymast az M, (—V12; 3) és M2(v/12; 3) pontokban metszik, belsejiik kozos része
a (lencse alaka) No = M;C1 MoCy M, gorbevonala idom, N-et csak ebben kereshetjiik. Cy és Cy az My My szakaszon
vannak, tehat Ng-ban, eszerint N gy keletkezik No-bol, hogy ps és ps-nek Cs-t, Cy-et tartalmazod bizonyos ivei Ng-
nak bizonyos részeit levagjak. Szimmetria okokbol, minthogy K rajta van pjés igy mindnégy parabola tengelyén, elég
lesz meghataroznunk p, kozos pontjat pi-nek My Ch M, ivével, amelyen fekvs pontok abszcisszaira V12 <z< V12.

E célra alabb megmutatjuk, hogy p2 a p1-nek tiikorképe a K-n atmend, az Y-tengellyel +45°-ot bezar6 e egyenesre,
melynek egyenlete: y = —x + 3. Igy p1-nek és e-nek konnyen kiszamithato Dy (2; 1) és E(—6; 9) metszéspontjai po
is rajta vannak. Méas kozos pontja nincs is p; és po-nek, mert az egyenletiikb6l Gsszekapcsolt egyenletrendszer y
kikiiszobolésével az 2% — 2422 + 64 — 48 = 0 egyenletre vezet, és ennek nincs mas gyoke, mint D, és E abszcisszaja (az
el¢bbié haromszoros gyok). — E nincs rajta az M;,Cy M, iven, D; viszont rajta van, ennélfogva pa-nek az az ive, amely
Ny-nak N-be nem tartozo részét levagja, D1-bdl indul ki. Végpontja pedig ps és ps-nak a D;-b6l a K koriili 90°-os
forgatassal is el6allo kozos pontja: Do(2; 5), mert ps a pe bol is elgall, ha azt K koriil 90°-kal elforgatjuk. Hasonloan
pa a po-bol K koriili 180°-os forgatassal is elGall, ezért py fent emlitett ivének végpontjai a D3(—2; 5) és Dy(—2; 1)
pontok.

po valoban tiikorképe pi-nek e-re, mert a po-t el6allité 90°-os forgatast helyettesithetjiik két a K-n atmends, egy-
massal 45° szoget bezaro6 tengelyen alkalmas sorrendben valo tiikrozossel[] Els6 tengelynek az Y -tengelyt véve, — mert
ez pi-et Onmagaba viszi 4t — a masodik tengely e lesz, — amint allitottuk. — Mindezek szerint N-nek nemcsak forgasi,
hanem tengelyes szimmetridi is vannak, tengelyei a paronként egybeesé parabolatengelyek és szogfelezGik: e és a K-n
at e-re merGleges egyenes. — p1-nek Dy, beli d; érint6je po-t is érinti ugyanitt, mert egyenlete 2(y 4+ 1) — 22 = 0, azaz
y = = — 1, irAnytényezGje m = 1, és igy merGleges e-re, a tlikrozéssel 6nmagéba megy at. Eszerint N-nek D;-ben
nincs csdcsa, tamaszegyenese egyértelmien d;, tovabbé az ebbdl forgatassal elGalld do, ds, ds-et leszdmitva minden
tamaszegyenese érintGje a megfelelg parabolaivnek.

Alabb megmutatjuk, hogy N koré és bele K-val mint kézépponttal kor irhatd, vagyis van olyan kq ill. ko kor,
amelynek vannak kozos pontjai N hatarvonaldval, és ki, magaba foglalja N-et, N magaba foglalja ks-t. k1 a parabolak
C cstcsain megy at, ko pedig az ivek D csatlakozési pontjain, tehat sugaruk 3, ill. 2V/2 egység, igy ki, ks minden
tamasznégyzetének oldala 6, ill. 4v/2 egység. N-nek nem lehet nagyobb tdmasznégyzete, mint k;-nek, mert k; minden
tamasznégyzete magaba foglalja IN-t; 6 egységnyi oldali tamasznégyzete viszont van: az, amelyben a fenti ¢;, az X-
tengely, tehat N legnagyobb tamasznégyzetének oldala 6 egységnyi. Es N-nek nem lehet kisebb tamasznégyzete, mint
ko-nek, mert minden tamasznégyzete magaba foglalja ko-t, 4v/2 oldala tamasznégyzete pedig van: az, amelyben ¢;
azonos dj-gyel, tehat N legkisebb tdmasznégyzetének oldala 42 egységnyi.

Valéban, a p; parabola DyD; ivének minden (o, o), azaz (29,3 /4) pontja, amelyre tehat
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k1 és ko kozott, vagy egyikiikon van, — és ezért ugyanez all N hatarvonalanak Dy Dy, Do D3, DsD, iveire. Ugyanis
k1, ko egyenlete 22 + (y — 3)% = 9, ill. 2% + (y — 3)? = 8, igy also6 félkoriviik x¢ abszcisszaju pontjanak ordinataja

y1:3—\/9—:1:3, ill. y2:3—\/8—:1:3,

igy azt kell belatnunk, hogy ezekkel teljesiil y1 < yo < yo, azaz

3—1/9—a3

Evégett megkeressiik, hogy ez a kettds egyenlGtlenség — V8 < g £ V8 értelmezési tartoméanyanak mely zo szdmaira

teljesiil. Az atrendezéssel adodo
2 2
~ W< fo—a2  fs—a2<3-X
4 = 0 0= 4

egyenl6tlenségekben a kisebb oldal sem negativ, ezért négyzetiikre ugyanazon irdnyu egyenlGtlenség all:
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ez pedig akkor teljesiil, ha
z2 <8, —2vV2< o £2v2, il ak <4, —2<20<2,

vagyis a DyD; iv minden pontjara. Egyenl&ség csak az zo = 0, ill. az g = 2 abszcisszdk mellett teljesiil, vagyis
Ci-re, ill. Dy, D;-re. — Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Kolonits Ferenc (Budapest, Piarista g. IV. o. t.)

Megjegyzések. 1. N tamaszsavjai koziil a legszélesebbet, legkeskenyebbet fiiggvényvizsgalattal is kivalaszthatjuk.
Legyen t; és t3 iranyszoge a, erre — 45° < o < 45°, metszésiik py, ill. p3 cstcsérintGjével Ty, Ts.

A parabola érintGjének ismert tulajdonsaga folytan Fy7T) meréleges t1-re, igy a t1,ts sav z szélességét megadja
Ty Ty ahol T4 a T vetiilete F,T)-re. Legyen még Fj vetiilete FTy-re Fj, ekkor

z = TlT/ = T1F1 + FlFé + FéTé =

1 1 2
= +4cosa + = +4cosa,
cos cosa  cosa

mert F) F3 = 4 egység. z tagjai pozitivok, szorzatuk allandd, igy Osszegiik akkor a legkisebb, ha egyenl6k:
cos® v = 1/2, o = +45°, ebb6l i, = 4V/2.
MAasrészt zmax = 6, mert a = 0°-nal éppen z = 6, viszont a

2
1 1 3 1
z—6= (4cos* a — 6cosa +2) = 2cosa— = | — =
cos o cos o 2 4
kiilonbség cos o > 0 mellett mindaddig negativ vagy 0, amig
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vagyis o minden vizsgalt értékére.

Araté Péter (Kaposvar, Tancsics M. g. IV. o. t.)

2. Tobb dolgozat 2K Pi-et vette a tamasznégyzet oldalanak, ahol P, a t; érintési pontja. pi1-en. K P; csak akkor
merGleges t1-re, amikor P, a Ci-ben vagy D;-ben van, kiilonben a ¢1-re P;-ben emelt meréleges egy az Fy és K kozotti
@1 pontban metszi az Y-tengelyt, mert — mint a parabola emlitett tulajdonsidgabol kovetkezik —, ()1 annak az R;

pontnak Fi-re valo tiikorképe, ahol ¢1 az Y-t metszi, erre C1 Ry a P; ordinatajanak (—1)-szerese, ez pedig D1-et kivéve
kisebb 1-nél.



