I. megoldas: Hogy a bizonyitandé egyenlGség bal oldalan allo szogeknek legyen értelmiik, O és M nem eshetnek
egybe. Ez csak szabalyos haromszogben kovetkeznék be, emiatt a szabalyos haromszoget kizarjuk. A koszinuszokat az
AOM, BOM; COM haromszogekbdl a koszinusz tétellel kifejezve azok K 0Osszege igy irhato:

(OM? + 12 — MA2) + (OM? + 12 — MB2) + (OM? + r2 — MC?)

K= =
20M - r
oM N OM? + 3r? — (M A% + MB? + MC?)
o 20M -r ’

ennélfogva elegendé megmutatni, hogy az utobbi alak méasodik tortjében az S szamlalo értéke 0.

Feltéve, hogy a haromszog szogeire (a szokasos jelolésekkel) o < § < 4 (de nem allhat o = «), legyen a k koriilirt
kor A-n atmend atmeérgjének masik végpontja A*, AB felez6pontja Cy, és C vetiilete AB-n C;. Ekkor Thalész tétele
alapjan A*B merd6leges AB-re, tehat parhuzamos C'M-mel, ugyanigy A*C és BM is parhuzamosak, az MCA*B
négyszog paralelogramma, és MC = BA* = 2C) = 2r cos BOA</2 = 2rcos+y (irdny szerint is, pozitivnak véve a
C1-t6l C-be mutato iranyt). Hasonléan M A = 2r cos oo, M B = 27 cos 3, és igy

S =0OM? +7*(3 —4cos’ a — 4cos® B — 4cos? 7).
Fejezziik ki OM?-et az OMC' héaromszogb61 a koszinusz-tétellel. A vele szemben fekvé szog v < 90° esetén
MCO<« =C1CO«q =C1CAq— OCAq = (90° — o) — (90° — B) = 5 — «,
igy ismert azonossagok alapjan

OM2 — 2 +M02 —2rMC cos MCO« = 7’2[1 —|—4cos2'y—4COS’yCOS([3 - a)}
S =1?[4 —4cosvycos(f — @) —4cos’ a — 4cos’ f] =
=2r%[2 — cos(y + B — @) — cos(y — B+ a) — (1 + cos2a) — (1 + cos28)] =
= 2r%[2 — cos(180° — 2a) — cos(180° — 26) — 1 — cos2a — 1 — cos 28] = 0,

amit bizonyitani akartunk.

Szamitasunk v > 90° esetén is érvényes, mert ekkor hasonléan

MCO< = 180° — C,CO< = 180° — (B — a).

igy cos MCO< helyére az elébbi kifejezés (—1)-szerese 1ép, viszont ugyanez all M C-re, mert az abszolut értékére van
sziikség, és ez: | MC |=| 2rcos~y |= —2rcos~y. — Végil v = 90° esetén M a C-be esik; az OMC haromszog elfajul, de
ekkor egyszeriibben M = C, OM =r, 8 =90° — «, és igy kozvetleniil

S =7r%(4 —4cos’ a — 4sin®a) = 0.
Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Csanak Gyorgy (Debrecen, Fazekas M. g. IV. o. t.)

Megjegyzés. Hogy S = 0, ezt trigonometriai azonossdgok nélkiil annak a tételnek tobbszori felhasznéalasaval is
bizonyithatjuk, hogy egy kor valamely ponton dtmend két szelGje metszeteinek szorzata ugyanakkora, — miutan OM>-
et kifejestiik a haromszog oldalaival és a koriilirt kor sugaraval.



A fentiek alapjan MC? = BA*? = 4r? — ¢%, hasonléan M A% = 4r? — o, MB? = 4r? — b?, és ezekkel
S =O0M?+3r* — (12r* —a® = b*> — %) = OM? + (a® + b* + %) — 92,

Legyenek v < 90° esetén az M-en at OM-re merdleges hur végpontjai N, N', és M-nek AB-re vett tiikorképe M™;
ismeretes, hogy ez k-n fekszik. Igy
MN -MN'=MN? =MC-MM*=MC -2MC, =2MC(C,C — MC) =
=2MC - C,C —2MC?,

folytatolag az M B atmérdji Thalész-korhoz C-bél hazott szel6k, majd az ABC haromszog A B oldaléra felirt koszinusz-
tétel alapjan

MN?=ON? —OM? =71*> —OM? =2CA; -CB — 2BA** =

= (AC? + BC? — AB?) — 2(41* — AB?) = a®> + b* + ¢ — 82,

OM? = 9r% — (a® + b + ¢2),

és igy S = 0. — Ugyanez adodik v > 90° esetén — amikor M a k-n. kiviil van, és ezért az M-en dtmend masodik

szel6ként az M Q érintét vessziik segitségiil —, mert szdmitasunkban a fentiekhez hasonléan két elGjelvaltozas 1ép fel.
—~ = 90° esetén pedig a® + b* + ¢ = 2¢2 = 8r? é&s OM? = r?, annak megfelelGen, hogy M = C.

Szics Jozsef (Szeged, Sagvari E. gyak. g. IIL. o. t.)

II. megoldas: Az allitas mindkét oldalat r = OA = OB = OC-vel szorozva vegyiik észre, hogy a bal oldal tagjai
az OA, OB, OC sugéarnak az OM egyenesen levd vetiileteit adjak — ha pozitivnak az O-bol M-be mutaté iranyt vessziik
és a vetiiletek elGjelét, is figyelembe vessziik. Legyenek a cstcsok vetiiletei OM-en rendre A’, B’,C’, ekkor azt kell
megmutatnunk, hogy

(1) OA' + OB +0C' = OM
Ha még a fenti jelolésekkel Cy vetiilete OM-re Cp, akkor (mindig irany szerint is tekintve) B'C{y = C|A’, ezért
2) 0A' = 0C) + ChA,
3) OB' = 0C), + C4B' = OC!) — B'Cl) = OCl, — C) A,
végiil az MCC’ és OCyC{y haromszogek hasonlosagabol MC = 2C,0 folytan MC’ = 2C{0, és igy
) OC’' = OM + MC' = OM +2C40 = OM — 20C),

Most mar (2), (3) és (4) Osszegébdl valoban (1) adodik.

Muszély Gyirgy (Budapest, Vorosmarty M. g. III. o. t.)

Megjegyzés. Az iranyitott vetiileteket az OA, OB, OC vektorok OM iranyu OsszetevGinek tekintve elegendd bizo-
nyitani, hogy a harom vektor s 0sszegének OM irdnyu OsszetevGje OM. Ennél tobbet mutatunk meg: hogy s maga is
OM-mel egyenls. (Minden szakasz vektornak tekintendd). Legyen O tiikorképe AB-re O, ekkor az I. megoldas szerint
0*0 = 2C,0 = BA* = MC, ezért OO* M C' paralelogramma, tehat OC = O* M. Méasrészt OAO* B egyenl$ oldalu
paralelogramma, és igy OA = BO™ Ezekkel valéban OA+OB+0OC = BO*+0OB+0*M = OB+ BO* = O0*M = OM.

Maté Zsolt (Szeged, Radnoti M. g. IIL. o. t.)



