Az y = —kz — k3 alakbol a —k irdnytényez6 mind a hét megrajzolt egyenesre mas, tehat nincsenek koztiik parhuza-
mosak.Igy mindegyik egyenesiinkén 6 metszéspont varhato, dsszesen pedig 7-6/2 = 21 (felezziik a 7 - 6 szorzatot, mert
benne minden metszést két egyenesnél vettiink szamitdasba). — Rajzunkon viszont csak 11 kiilonboz6 metszéspontot
talalunk, ugyanis 5 ponton 3-3 egyenes megy at, tovabbi 6 ponton 2-2 egyenes; az el6bbieket 3-szor (pl. a és b, a és
¢, b és ¢ metszéseként) szamitva a metszések szama 3 -5 + 6 = 21.

A rajz szerint a k = 0-hoz tartozd y = 0 egyenest, az X-tengelyt a £0,3, +0,6, 0,9 k-értékparokhoz tartozo
egyenesparok ugyanazon A, ill. B, ill. C' pontban metszik, toviabba egy D ponton mennek at a k] = 0,3, k5 = 0,6,
ki = —0,9-hez tartozo egyenesek és egy E-n a ki = —0,3, kj = —0,6, ki = 0,9-hez tartoz6 egyenesek. — Valoban,
barmely o # 0 mellett a k = « és k = —a-hoz tartoz6 y = —ax — a® és y = ax + o’ egyenesek egymas tiikorképei
az X-tengelyre, és igy egymast e tengelyen metszik, a — o® = —(—a)2 abszcisszaji pontban. — Vegyiik észre, hogy a
D-n, E-n 4&tmend 3-3 egyenesre k} + kb + kb = ki + k% + k3 = 0, és ugyanez all az el6z6 harmasokra is: 0+ a —a = 0.
Megmutatjuk, hogy ha a tetszés szerinti, paronként egymastol kiilonboz6 ki, ke, ks szdmokra ki + ko + k3 = 0, akkor

a megfelels e, es, e3 egyenesek egy ponton mennek at. Igy ks = — (k1 + ko), és egyenleteik rendre
(1) kiz+y+ki =0,
(2) kow +y + k3 =0,

—(kl + kg)x +y— (kl + k2)3 =0.
(1) és (2)-bdl y kikiiszobolése utan ey és eaM72 metszéspontjanak x1o abszcisszajara, majd yio ordinatajara:

T1g = —k% ! = —ki — kika — k3 = — (k1 + k2)® + k1 ko,
(3) ki — k2

Y12 = k1719 — K3 = k?ko + k1k3 = kika(ky + k2),

és ezek kielégitik a harmadik egyenletet, tehat a harmadik egyenes valoban atmegy az elsé ketté metszéspontjan. Ezzel
a rajzunk alapjan sejtett szabalyszertiséget bebizonyitottuk.

To6bb k-hoz tartozo egyenes berajzolasa esetén nem jon létre olyan metszéspont, amelyen haromnéal t6bb egyenes
megy at. Ennek bizonyitdsa végett megmutatjuk elébbi eredményiink forditottjat: ha (rajzunkon csak kx +y+ k> =0
egyenesek vannak megrajzolva és) valamely M ponton harom e, ez, e3, egyenes megy at: (1), (2) és a kj-hoz tartozo

(4) ksx +y+ k3 =0,

akkor k1 + ko + k3 = 0. Valoban, feltevésiink azt jelenti, hogy M-ben M;s, és az e; és es-nak a (3) mintajara adodo
Myz(—k? — kyks — k2, k3ks + k1k3) metszéspontja egybeesnek:

—k? — kyky — k3 = —k? — kiks — k3
és
k2ko + kik3 = k?k3 + ki k3
E két egyenl6séget 0-ra redukalva
—ki(ky — k3) — (k2 — k3) (k2 + k3) = (ks — k2)(k1 + k2 + k3) =0
és
K3 (ky — k) + ki (k3 — k) = ka (ks — ks) (k1 + ko + ks) = 0.

ko # ks, folytan az els6bdl ki + ko + ks = 0 ez a masodikbol is adodik, ugyanis az indexek alkalmas valasztasaval
k1 # 0.



Ha méar most M-en a ky4-hez tartozo ey is &tmenne, akkor ej, es és e4 kozos pontja folytan ki + ke + kg = 05 és igy
k4 = k3 tehat e4 nem kiilonbozs ez-tol.

Mindezek alapjan (rajz nélkiil) kimondhatjuk, hogy a 21 egyenes esetében annyiszor 2 metszéspont esik egybe egy
korébbival, ahanyféleképpen az adott 21 szambol valasztott harom kiilonb6z6 szam 6sszegeként 0-t kapunk. Ha k; = 0,
akkor ez ko = « és kg = —a-val 10-féleképpen lehetséges. Ha mindharom k kiilonbozik 0-t6l, akkor ketts egyenld jeld,
a harmadik ezek Osszegének ellentettje. Egyszeritiség kedvéért az értékek 10-szeresével dolgozva azt kell keresniink,
héanyféleképpen lehet elGéllitani az 1, 2, ..., 10 szadmokat két kiilonb6z6 természetes szam Osszegeként. Ez rendre 0,
0,1,1,2,2,3, 3, 4, 4-féleképpen, osszesen 20-féleképpen lehetséges. (Altalaban 2k — 1 és 2k-ra egyarant k — 1 elsallitas
van: 2k—1=14(2k—-2)=24+(2k—-3)=... = (k—1)+kés2k=1+(2k—1)=2+(2k—2)=... = (k—1)+(k+1).
Ezt a szamot (—1, —2, ..., —10-es Osszegek ) kétszer véve rajzunkon 10+ 2-20 = 50 haromszoros metszés pont lenne,
tovabba 21 - 10 — 3 - 50 = 60 egyszeres, Gsszesen 110.

Zeke Andrds (Budapest, Bolyai J. g. IIL o. t.)

Megjegyzések. 1. A feladat 7 egyenesre vonatkozo részével azt céloztuk, hogy megoldoink ,kisérleti iton”, kicsiben,
olyan keretek kozott, amelyet még kis munkaval lehet megrajzolni, észrevegyék a szabélyszertiségeket. Ennyi tapaszta-
latszerzés és annak helyes megmagyarédzasa elegendd alap ahhoz, hogy a 21 egyenes bonyolultabb esetét mar elméleti
uton oldhassuk meg. Sokan azonban pontatlan vazlatbol, vagy rajz nélkil indultak, a valoésagot torzitva, vagy vele
mit sem torddve; ,rola-nélkiile” irtak a kérdésrsl. Ne taplaljunk olyan téves nézeteket, hogy egyes esetek vizsgilata
nem ill6 a matematikushoz. Ellenkez6leg, igen sok vizsgalat — az j kérdések kezdeti vizsgalata igen gyakran — egyes
esetekbdl indul ki. A matematika elvonéssal altalanos tételeket allapit meg, de a semmibdl nem lehet absztrahalni.

2. Tekintsiik a k*+xk+y = 0 egyenletben k-t ismeretlennek, z, y-t egyiitthatoknak, igy egy tn. redukalt harmadfoka
egyenlet all elgttiink (a kobos tag egylitthatdja 1, a négyzetesé 0 ). Gondoljuk masrészt minden valés k szamhoz
megrajzolva az ezen egyenlettel jellemzett egyenest. Igy minden egyes ko-hoz tartozo egyenes a rajta fekvs (z, y)
pontok koordinata parjai révén megadja az Osszes olyan redukalt harmadfoku egyenletek (z, y) egylitthato parjat (x
mindig az els6foku tag egyiitthatdja, y az ismeretlentsl mentes tag), amelyeknek a ko szam gyoke; és forditva: minden
egyes (o, yo) egyltthato parral meghatarozott (zo, yo) ponton atmegy minden olyan valos k-hoz tartozo egyenes,
amely kielégiti az ezen egyiitthatokkal felirt redukalt harmadfoku egyenletet. Eszerint — tudva azt, hogy minden valos
egylitthatos harmadfoki egyenletnek vagy egy valos gyoke van, vagy harom — az utobbi esetben koziiliik ketts vagy
harom meg is egyezhet —, kapjuk, hogy a sik minden pontjan vagy egy egyenes megy at vagy harom, esetleg kivételesen
kettd.

Ha mar most az attekinthetség érdekében a berajzolt egyenesek szamat megfelelGen csokkentjiik, akkor (természe-
tesen bizva abban, hogy pl. a kihagyott £ = 0,537-hez tartoz6 egyenes valahol a k = 0,5-hoz és a k = 0,6-hoz tartozé
egyenesek kozott vagy a kozeliikben halad) rajzunkrol a redukalt harmadfokt egyenletek valos gyokét (gyokeit) kozeli-
toleg leolvashatjuk. Abrank a redukalt harmadfoki egyenlet valos gyokeinek kozelits leolvasasara szolgalod vonalsereges
(egyenessereges) nomogram. M A redukalt harmadfoka egyenletet az 2° + pxr 4+ ¢ = = 0 altalanos alakban szokés irni,
ezért abrank tengelyeit is p, g-val jeloltiik, az eddigi k helyére pedig x 1ép.
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Pl. az 2® — 0,73 + 0,072 = 0 egyenlet gyokei a rajz szerint, amennyire a (—0,73; 0,072) pont a rajzon felismerhetd,
z1 = —0,9, zo = 0,1, 3 = 0,8, mert az emlitett ponton adtmend harom egyenesen a (k =)z = —0,9, ill. 0,1, ill. 0,8
jelzés olvashat6 (ellendrizziik a gyokoket!). — Az f(z) = 2® + 0,82 4+ 0,8 = 0 egyenlet (egyetlen) valos gyoke kozelitoleg
x1 ~ —0,65; ellendrzés: f(—0,65) ~ +0,003. — A rajzrol vett kozelit értékek alapjan a gyokok pontosabb kozelit
értekét sziikség esetén szamitassal szokas képezni (a gyokot ,kifinomitani”).
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'Lasd pl. Pdlmai Lérdnt: Egyszerti nomogramok. KML. XIIL. kbtet, 65-74. o. (1956: november).



Bar abrankon a p, g koordinata-rendszernek csak a —1 < p < 1, 0 < g < 1 téglalapja lathatd, réla az alabbi
példak mintajara meégis minden (valos egyiitthatos) redukalt harmadfoku egyenlet gyokeirdl tajékozodhatunk, elsd
értékes jegyét leolvashatjuk és a masodikat megbecsiilhetjilk. A g(z) = 2® + 0,52 — 0,5 = 0 egyenlet minden gyoke
—1-szer akkora, mint a (—z)® 4 0,5(—z) — 0,5 = 0, méasképpen 2> + 0,52 + 0,5 = 0 egyenlet egyik gydke; az utobbinak
egyetlen valos gyoke a rajzrol z &~ —0,59, ezért g(x) = 0 egyetlen valos gyoke z ~ 0,59; valoban ¢(0,59) ~ +0,0004. —
A h(z) = 23 —48x+130=0 egyenletb6l x = 10u helyettesitéssel u?® —0,48u + 0,13 = 0-hoz u; ~ —0,8, us ~ 0,4 tehat
1 &= —8, ro & 4; ellendrzés: h(—8) = +2, h(4) = +2.

Itt indokolas nélkiil megjegyezziik a kovetkezSket: a (—0,48; 0,13) pont kozelében csak két egyenest latunk, de
tudjuk, hogy wi + ua + us = 0, tehat us ~ +0,4, z3 ~ 4 (kétszeres gyok). Ilyenkor valos kétszeres gyok helyett
olyan konjugalt komplex gyokpar is lehetséges, amelyben a képzetes rész ,kicsi”. Valéban, pontosabb szadmitassal
x1 ~ 8,01386, és az 1 levalasztasaval adodo z2 — 8,01386z + 16,2219 = 0 egyenletbdl (amelynek egyiitthatoi 1, x4
és 130/x1) szamitassal x2 3 ~ +4,00793 + i0,4079. — Ilyen ,veszély” akkor és csak akkor all fenn, ha a (p, ¢) ponthoz
kozel es egyenesekrol leolvasott xz-ek ardnya kozel —2; vagy szemléletesen: ha a (p, ¢) pont kozel van a nomogram
vonalakkal ,strtin”, ill. ,ritkdn” atjart részeinek jol lathatd hatarahoz.

Hasonloéan 2% —4,8-107°2 —1,3-1077 = 0-bol 100z = w kdzvetitéssel w? —0,48w —0,13 = 0 és z1 ~ 8,01386-107
és x2 3 ~ (4,008 £140,408) - 1073, /Tl kicsi” egyiitthatok esetén a leolvasast eszerint tehetjiik pontosabba. — Olvassunk
le kozelits értéket még az 2° + 5002 — 1,3 = 0, és az 2% — 0,72z + 53,8 = 0 egyenlet gyokeire is!



