I. megoldas &csak a szerkesztés) Feladatunknak az 1958. évi Arany Daniel verseny haladé csoport II. fordulojan
kittizott 3. feladat] specialis esete, ott ¢ = 60°. Masrészt ¢ = 30° esetén az ABC haromszoghtz megszerkesztett A,
By, C4, pontokkal az AC; BA;C By hatszogre teljesiilnek az 1956. évi Arany Daniel verseny haladé csoport II. forduldja
3. feladatanalfd feltételei (2 — 2 szomszédos oldal egyenld, az egyenls szomszédos oldalak kozti szogek 120°-osak), igy
az ott bebizonyitott tétel szerint az A B1Ch haromszog szabalyos; ezért adott Ay, By, Ci-bdl vagy egyaltalan nem
szerkeszthet6 ABC, vagy szamtalan sok szerkeszthets. A ¢ = 30° esetet ezért kizarjuk.

Az 1958. évi versenyfeladatra k6zolt I1. megoldas gondolatmenetét atvéve megoldast kapunk, ha az ottani forgatasok
szogét, ill. a tiikortengelyek kozti szoget az alabbiak szerint médositjuk.

A C cstcsnak By, majd Cy végiil A; (C-t A-ba, majd B-be, végiil C-be vivs) forgatasai 180° — 2¢ szoggel végzendsk
az A1 B1C1 = H, haromszog koriiljarasaval ellentétes iranyban (mert ott az 1. (és 5.) abran ABC = H és Hy koriiljarasa
pozitiv, CAB;, ABC:, BC A1 ,-é viszont negativ); minden tovabbi forgés is igy értendd. Ezért az 5. abra t1-et t2-be,
ti-et th-be és ti-et t5-be vivs forgasainak szdge 90° — ¢, a ti-et th-be és t]-et t5-be vivs, O koriili forgasok szoge
180° — 2, végiil a t/-et t3-be vive forgési e = 270° — 3. Az O, koriili € forgéassal ismét csak Os, keriil eredeti helyére
(ott marad), tehat C' = Os.

Mivel 0° < ¢ < 90°, azért O; mindig létezik; ugyanigy Os is, hacsaknem t] és t5 parhuzamosak vagy egybeesdk.
Ez csak akkor allhatna be, ha 180° — 2¢ és 90° — ¢ kiegészits szogek (a kizart ¢ = 30° esete), ill. ¢ = 90° mellett,
amikor a foléirt haromszogek értelmiiket vesztik. Igy ABC megszerkesztése mindig egyértelmten elvégezhetd, tehat
ha van, akkor egy megoldas van.

Czékus Labore (Budapest, Toldy F. g. IIL. o. t.)

Megjegyzések. 1. O1 A1 a BC szakasz felez6 mer6legese, mert az idézett megoldas szerint B és C az O és A; pontok
mindegyike koriili forgassal egymasba vihetsk at, tehat egyenls tavolsagra vannak O1-t6l és A;-t6l. Igy O A a CBA;
haromszog tengelye, megszerkeszthetGk a hozza 90° — ¢ szoggel hajlo A1 B és A1 C szaregyenesek, és koziilik az veendd
A;C-nek, amelyet a H; koriiljarasaval egyezd iranyt, 180° — 2y szogt forgas visz at a masikba. Igy kaphatjuk B,C,
B A, C1 A, C1B-t is, és a megfelel6 metszéspontok adjak H csucsait.

2. Megkaphatjuk H-t hasonlosagi transzforméacioval is abboél, hogy BC irdnya merdleges O1 A;-re, és ugyanigy C A,
AB iranyat megszerkesztve akidrhany a H-hoz hasonlé helyzetti H* haromszoget kaphatunk. Egy ilyenhez megszer-
kesztve a megfelels AT, By, C cstucsokat, a nyert H; haromszog nyilvan ugyancsak hasonl6 helyzetd H;-hez. H; és
Hi-nek S hasonlosagi pontjabol mint kozéppontbél H* megfelel§ nyujtasaval kapjuk H-t.

3. A szerkesztés a fentiek szerint akkor is elvégezhets, ha a kivant egyenld szaru haromszogek alapjan fekvs o, 1,
w szogeknek egymastoél kiilonbozsknek kell lenniiik.

Bollobds Béla (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. IL. o. t.)
II. megoldas: Szerkessziik meg a pozitiv koriiljarasa ABC = H héaromszoghtz a Cq, Ay, By pontokat (a H;

haromszoget) és forgassuk el egyrészt a By AC1, haromszoget By koriil, masrészt az A1 BCy haromszoget A; koril agy,
hogy A, ill. B cstucsuk C-be jusson.

'Lasd a megoldast KML. XVII. ktet 76-79. o. és Lérincz Pdl hozzafiizott megjegyzéseit 128-134. o. (1958. november, ill. december)
2Lasd a megoldast KML. XIII. kétet 78. 0. 1956. november.



A forgéasok szoge w = 180° — 2y, az oldalak folé irt haromszogek 0j csticsanal fekvs szog. Legyen C 4j helyzete
C1, ill. CY. Ekkor a CC{C{ = H' haromszdg egyenls szart, mert CC| = ACy = BC; = CCY.

Meghatérozzuk a H' alapjan fekvs szogeket és azt, hogy C' a C]C} egyenes melyik partjan fekszik. Els6 forgatasunk
pozitiv, a masodik negativ irany, mert az AC1 BA; C By hatszog és vele H; is pozitiv koriiljarasu (huzzunk vezérsugarat
H barmely belsé pontjabol H, ill. a hatszog keriiletét bejaré ponthoz). Igy a CC; = fi félegyenest C koriil CCJ = fo-
be atvive pozitiv forgas szoge: ¥ = C1CB1<t + B1CA1<+ A1CCY <1 = C1AB1< + B1C A<+ A1 BCi<a = (a + 2¢p) +
(v +2¢) + (B + 2p) = 180° + 6¢. Igy 9 nagyobb 180°-nal, ezért H' szarai révidebb forgassal is dtviheték egymasba; a
kovetkezSkben megmutatjuk C' szerkesztését ¥ kiillonbozd értékei mellett.

Ha ¢ < 30°, akkor ¥ < 360°, igy fa-t fi-be 360° — 9 = 180° — 6p(< 180°), szdgl pozitiv forgas viszi at, ezért H’
csticsainak Cy, C}, C sorrendje ad pozitiv koriiljarast, benne C7' <t = C1 < = 3p(< 90°). Igy C szerkesztése: C1-nek By
koriili +(180° — 2¢) és A; koriili —(180° — 2¢) szogii forgatasaval el6éll C] és C7, ezek felezé mer6legesébol C-t az a
C7 C szaregyenes metszi ki, amely a C7'C] félegyenesbdl +3¢ szdgii forgéssal all el6. A-t és B-t hasonloan kaphatjuk,
de pl. A-t megadja a C'B;-b6l +¢ és B1C-bbl —(180° — 2¢) forgatassal elgallo félegyenesek metszéspontja is.

(¢ = 30° mellett ¥ = 360°, igy C} = C1; ez is felhivna a figyelmet ennek az esetnek kiilén vizsgédlatéara.)

30° < o < 60° mellett 360° < 9 < 540°, igy fi-et C koriil fo-be atviszi a (0° <) —360° = 6 —180°(< 180°) szogi
forgas, H'-nek a C]C" C koriiljarasa pozitiv, az alapon fekvd szogek nagysaga [180° — (6¢ — 180°)]/2 = 180° — 3¢)(<
90°).

¢ = 60° mellett (a versenyfeladat esete) w = 60° és ¥ = 540° = 360° + 180°, igy H' egyenes szakasszé fajul, C
felez6pontja C' C!'-nek ]

60° < ¢ < 90° mellett 540° < ¥ < 720°, f1 atjut fa-be a (0° <)720° — 9 = 540° — 6p(< 180°) forgassal is, H'
koriiljarasa ismét a Cy', C7, C sorrendben pozitiv, az alapon [180° — (540° — 6¢]/2 = 3¢ — 180°(< 90°) nagysagt
szogek vannak.

A fentiek alapjian ¢ minden figyelembe veendd értéke mellett megszerkeszthetjiik C-t.

A specidlis ¢ = 45° esetben 2w = 180°, ez a kiilénleges érték modot nyijt egyszertsitésre, pl. C] mell6zhetd.

Igy ugyanis C1B és CC} a CyA-hoz képest —90°, ill. +90°-kal vannak elfordulva, tehat parhuzamosak. Ezért a
C1 BC4 C négyszog paralelogramma, ismert C1C] atlojanak A, felezGpontja megadja az ismeretlen BC 4tl6 (azaz oldal)
felez6pontjat. S6t C}-t is mell6zhetjiik, mert ez esetben C1C] B egyenld szart derékszdgt haromszog (atfogodja C1C1),
ezért ugyanez all B1Cy As-re is (atfogoja B1Ch), tehat Ag-t az adott B;Cq oldal f6lé befelé irt egyenld szaru derékszogi
haromszog harmadik csticsaként egyszertibben kapjuk. Ugyanigy szerkesztjik C'A és AB-nek Bs, Cy felezGpontjat,
ezekbdl pedig H-t. (A haromszogek befelé szerkesztendsk, ugyanis a B1Cq et By As-be vive forgas pozitiv, mert fele
a C}-t elallito forgasnak, és arrol lattuk, hogy pozitiv — akircsak a By C1-bdl By Aj-be vive forgés.)

3A versenyfeladat 1. abrajan Ag, Ba, megfelel C}, C{-nek, mert pl. a C; koriili —60°-os forgassal By ugyanoda jut, mint By, a C;
koriili +60°-os forgéassal.



A fentiek szerint az AsBoCs = Hy haromszog kozépharomszoge H-nak, tehat hasonlo helyzetiiek, akarcsak a
@ = 60° esetben (csak a nagyitasi arany maéas). Itt is van olyan felvétel (pl. ha H; szogei: 30°, 60°, 90°, amelyben
Ay, By, C1 a kész H-hoz képest nem a kifelé, hanem a befelé irt megfelel6 haromszogek cstucsainak bizonyulnak, és
ilyenkor is Hy és H a Hj-gyel ellentétes koriiljarasiak. Ebb6l az idézett cikk gondolatmenetét mindenben koévetve
annak feltételéiil, hogy He a Hi-gyel azonos koriiljarastunak adodjék, ezt kapjuk:

4sinasin Bsiny > sin? a + sin? 8 4 sin®

(a mintabeli v/3 szamok helyén mindeniitt 1 4ll). Ezt az emlitett példa (30°, 60°, 90°) nem teljesiti: v/3 nem nagyobb,
mint 2.

Araté Péter (Kaposvar, Tancsics M. g. IV. o. t.)

Megjegyzés. @ = 45° esetén H csicsait forgatasok nélkiil ugy is megkapjuk, ha H; mindegyik magassagéira a

cstestol a szemben fekvs oldal felé felmérjiik a szemben fekvs oldalt, pl. A;-b6l a B1Cy felé, ra merdlegesen felmért
B, (1 szakasz végpontja A.

Valoban, igy pl. az A1 B1 B és CCy A; haromszogek egybevagok, hiszen A1 B; = CCy, Bi1B = C1 Ay és A1 B1B< =
CCyA1<, mert meréleges szaru hegyes szogek (a magassagszakasz a megfelels oldalszakaszokkal hegyes szoget zar
be). A két oldalpar merdlegessége folytan a BA; és A;C harmadik oldalak is merslegesek, masrészt az egybevagosag
folytan egyenldk, igy A; valoban a BC' atfogd folé valamelyik oldalra szerkesztett egyenls szaru derékszogl haromszog
harmadik csiicsa.

Bollobds Béla (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. IL. o. t.)
II1. megoldas: Forgassuk el a B;Cy A haromszoget By koriil +2¢ szoggel, amennyi a Cy BA haromszog C1-nél fekvé

kiils6 szoge; igy az ACh oldal 4j A*C} helyzete parhuzamos és egyiranyu Cy B-vel. Ezért C1 BCT A* paralelogramma,
tehat az ismert C;Cy atlo F felezépontja a BA*™ atlot is felezi.

Hasonléan kapjuk a B;A;C haromszognek By koriil. —2¢ szoggel By A7C*-ba valo elforgatasa és az Ay BA7C”
paralelogramma révén BC*-nak G felezépontjat. FG parhuzamos A*C*-gal, mert a BA*C* haromszog kozépvonala,
tehat C' A-val is, mert az AC A*C™ négyszog egy a By kdzéppontt, By A sugara korbe irt szimmetrikus trapéz. Eszerint
FG megadja CA iranyat. Hasonléan kapjuk AB, BC iranyéat is, és bel6lik az 1. megoldas 2. megjegyzésében leirt
modon a keresett H-t.

© = 45° esetén ez a szerkesztés is egyszertisodik: A* = C és C* = A-ra, és tovabb F = A, G = Cs-te vezet; a IL
megoldas szerkesztésével valé azonossagot az magyarazza, hogy itt 2¢ = w. (L. P.)



Megjegyzések. 1. Lattuk, hogy H; oldalai f6lé befelé o = 60° és ¢ = 45° alapszogi egyenlS szart haromszogeket
szerkesztve a harmadik cstcsok altal alkotott H, haromszog hasonlé helyzetd az eredeti H-hoz, és igy vele azonos
koriiljarasi. Megmutatjuk, hogy ez a tény barmely ¢ # 30° hegyes szog esetén fennall. Ehhez elég belatnunk H és
Hs, egy tetszés szerinti megfelel§ oldalparjanak parhuzamossagat. — Valoban, F' a B1C1C; egyenls szara haromszog
C1C7 alapjanak felez6pontja, a Bi-nél levs szog 2¢, ezért FB1C1< = ¢, tehat Ao a B1F egyenesen fekszik, tovabba
F a B1C;1 Ay hiaromszog Bi As szardhoz tartozé magassag talppontja. (igy lesz B1C1 Ay befelé irt haromszog, mert
Cy, F és Ay ugyanazon oldalan van B;Ci-nek, mint A;.) Ugyanigy Co a B1G egyenesen van és G az Ay B1Cy,
haromszog B1Cs oldaldhoz tartozo magassag talppontja. Mivel pedig a B1C1 Ay és Ay B1Cy haromszogek hasonlok,
azért B1 Ay : B1Cy = B1F : B1G, ennélfogva AsCs parhuzamos F'G-vel és a fentebbiek szerint AC-vel, amit bizonyitani
akartunk.

Hy ezen tulajdonsiga alapjan tetszéleges op-re elvégezhetjilk az idézett cikknek megfelel§ diszkussziot, alabb ezt
vazoljuk. v/3 helyett tg ¢ = p-vel a feladat kivetelményét kielégits H haromszdg létezésének feltétele:

(1) (3u% + 1) sin asin Bsiny > p(sin® a + sin? B + sin? 7).
Ezen egyenl6tlenség fennallasdnak szikséges feltétele, hogy Hi szogei a

3pu? +1

sina—p—p(l —cosa) =0

egyenlet gyokei altal meghatarozott ,k6zéps6” intervallumba essenek. Innen (egyszersmind ctg ¢ = 1/u = v-vel is
kifejezve

8u? £ (9u* —1)

9ut +10p2 +1°

ot +8u% -1 (9 —1)(?+1) 99 —-1 9—1?
A+ 102 +1 (2 + D)2 +1) 92+1  9+2
Ot +8u2+1 1—p® -1

Q2+ 1)(u2+1)  14+p2 241

CoOS&x =

COs(x1 =

Ccos g =

0°-hoz ,kozel jare” ¢-vel (p = 0) a9 ,kozel jar” 0°-hoz, mert cosas &~ 1, a1 pedig 180°-hoz, mert cosa; ~ —1; és
hasonléan 90°-ot megkozelité ¢-vel (v &~ 0) a1 ~ 0° és as ~ 180°, vagyis a ,k0zépsG” intervallum a Hp szogeire
majdnem minden értéket megenged. Ha viszont a diszkriminans: 9u* — 1 = 0, azaz p = 1/v/3, ¢ = 30°, akkor az
intervallum egyetlen pontra zsugorodik Ossze: cosa; = cosag = 1/2, a1 = ag = 60°, ennél — mint tudjuk — H; szogei
sem kisebbek, sem nagyobbak nem lehetnek. Mennél tavolabb van ¢ a ,kritikus” 30° értéktdl (akar felette, akar alatta),
annal tagabb hatarok kézott valtoztathato az adott Hy alakja. ¢ = 45°-ra a hatarok cosa; = 4/5-b6l oy =~ 36,9° és
cosag = 0-bol, as = 90°.
Végiil a-val Hy legkisebb szogét jelolve (1) fennéllasinak elégséges feltételeként (a cikk jeloléseivel) az

fa, B=7)p-y—1800—30 = 2sin® a[(3u® + 1) sina cosa — p(sin® a + 3cos® )] > 0

egyenl6tlenségre jutunk. A bal oldal O-helyei: tg aq = 3 és tg as = 1/u. Ezekbol ¢ = 30° esetén oy = as = 60°,
minden mas esetben a; és s egyike kisebb 60°-nal: Ha « (vagyis H; mindegyik szbge) nagyobb ennél, akkor H
megszerkeszthet6.
Lérincz Pdl
2. A cos2p = (1—tg?p)/(1+tgp) = (1—p?)/(1+ %) azonossig alapjan latjuk, hogy a kozbiilss intervallum egyik
hatara oo = 2. Hasonloan 3 tg ¢ = 3u = tg 1 jeloléssel — cos oy = cos(180° — o) = (1 — tg%e) /(1 + tg%y) = cos 2¢-
bdl ay/2 annak a szognek a potszoge, amelynek tangense 3-szorosa ¢ tangensének. A sziikséges feltételt ado ezen
eredményekhez az 575. gyakorlatﬂ altalanositasaban egyszertibben jutottunk el; ott azonban kizarolag egyenld szaru
H; haromszogekrdl és elfajult Ho-r6l volt szo. Innen viszont (ti. az idézett cikk vizsgélataibol) a kérdésiinkre megoldast
ado6 barmely Hp-r6l tobbet tudtunk meg.

4L4asd ezen szamban, 176. o.



