I. megoldas: Elérinté gomb létezéséhez elegendd a tetraéderre vonatkozo feltevéseknek mar az a része is, hogy
egy lap szabalyos — més széval 3 nem szemkoztes él egyenlé —, valamint hogy a tovabbi 3 — egy csiicsba Gsszefutd, és
igy ugyancsak nem szemkoztes — él ugyancsak egyenld. Igy ugyanis teljesiil a 879. feladatban bebizonyitott elegendd
feltétell]l mindhérom szemkoztes él-par Osszege ugyanakkora, hiszen az (u oldala) ABC' szabalyos haromszoget alapnak
véve az ezzel szemkozt fekvs D csucsban Osszefutod (v hosszusagt) élek oldalélek, és minden szemkoztes él-part egy
alapél és egy oldalél alkot, igy mindharom Osszeg értéke u+v. Masrészt a kiemelt rész—feltevésekbdl az ortocentrikussag
is kovetkezik. Ugyanis az el6bbi v—élek egyenl6sége folytan D-nek az ABC sikra valé D’ vetiiletére D'A = D'B = D'C,
tehat D’ azonos az ABC haromszog O kozéppontjaval; igy pedig D'A = OA L BC, ennélfogva DA | BC, és ugyanez
all a tobbi szemkoztes él—parra.

A feltétel sziikséges voltanak bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy az ABCD ortocentrikus tetraédernek — melynek
szemben fekvs él-parjai AB = c és CD = f, BC = a és AD = d, CA = b, és BD = e — van élérintd gémbje. Igy
teljesiil az élérint6 gomb létezésének sziikséges feltotelef]

(1) a+d=b+e=c+ f=alland6 = p.
Masrészt az ortocentrikussag feltevésébdl a 887. feladatban bebizonyitott tétel szerint]
(2) a?+d?* =b*4e* =%+ f? = allando = r.

Most mar (1) négyzetébdl (2)-t levonva, majd 2-vel osztva

(3) ad=be =cf = ~(p* —71) =q.

N | =

(1) és (3) egybevetésebdl latjuk, hogy az a, d, a b, e és a ¢, f szamparok mindegyike ugyanazon masodfoku egyenletnek,
x? — pr + ¢ = O-nak gySk-parjaval egyenlS. Eszerint tetraéderiinkon legfeljebb kétféle élhossztsag fordulhat eld,
mindegyik 3-szor, és szemkozti élek csak akkor egyenlSk, ha mind a 6 él egyenls. (Létezs tetraéderbdl indultunk ki,
igy a gyokok biztosan valosak.)

Legyenek az egyenlet gyokei, a két élhossz: u és v, és tekintsiik a tetraéder egy v hosszisigi vy élét. Ehhez a
végpontjain minden mas él csatlakozik — kivéve a vele szemben fekvs u hosszisagi vy élt —, mindegyik végponton 2
él. A két tovabbi v-él : vy és vs a v1-nek vagy ugyanazon végpontjahoz kapcsolodik, vagy két kiilonb6z6hoz. Az el6bbi
esetben megtalaltuk a tetraéder egyenlSéli csticsat, legyen ez D, a v-élek ,szabad” végpontjai pedig A, B, C. Igy a
DA, DB, DC ¢éllel szemben fekvé BC, CA, AB élek hossza u, tehat az ABC héaromszog szabalyos. — Ha pedig v
és vz a vi-nek két kiilonb6zd végpontjihoz, A’ és B'-hoz kapcsolodik pl. A-hoz vy és ennek szabad végpontja C”,
akkor a B’-bél kiindulé B’D’ él hossza u, mert szemben fekszik A’C’-vel, igy a B’-bél kiindulé vz él masik végpontja
ugyancsak C’. Eszerint az A’B’C’ haromszog minden oldala, éle v, a szemben fekvs u-élek pedig D-ben futnak dssze.
— Ezzel bebizonyitottuk a kimondott feltétel sziikséges voltat.

Gyene Andrds (Budapest, Eotvos J. g. IV. o. t.)
Megjegyzés: A fentivel lényegében azonos megoldasra jutunk, ha a tetraédernek az ortocentrikussaggal ekviva-

lens azon tulajdonsagabol indulunk ki, hogy éltengelyei (a szemkozti élek felezSpontjait Gsszekots Fy Fo, F5Fy, F5Fg
szakaszok) egyenl6k)| ami azt is jelenti, hogy az Fy F3FoFy, F1 F5FyFg és F3F5F, Fg paralelogrammak derékszogiiek.

A

!Lasd KML. XVII. kitet, 99-101. o. (1958. november).
2Lasd KML. XVI. kitet, 5. 0. (1958. januar).

3Lasd KML. XVIL kotet,112-114. o. (1958. november).
!Lasd KML. XVI. kétet 35. o. (1958. februar).



E téglalapok az atlokon feliil a keriilet mértékszamaban is megegyeznek, mert (1) alapjan pl. az elsének a keriilete:
F\F3+ F3Fy + FoFy + FyF) = (F\F3 + Fo Fy) 4 (F3Fy + Fy ) = BC + AD = a + d = p. Igy pedig egybevagok, mert
egyszerd szamitas mutatja, hogy az atlé és a keriilet a téglalap oldalait egyértelmtien meghatérozza. Eszerint a lapok
FyFs, FiFy, ..., FyFg kozépvonalai kozott csak kétféle hosszusag fordulhat els, ennélfogva a 2-szer akkora élek kozott
is, amit fentebb tisztdn szamitissal mutattunk meg.

Gadl Sdndor (Veszprém, Lovassy L. g. IV. o. t.)

II. megoldas: A feltétel sziikséges voltat a csticsokbol az él-érint6 gombhoéz htizhatod érintGszakaszok (él-részek)
vizsgalataval is bebizonyithatjuk.

2. dbra

Az éleket ezekkel kifejezve a = so + 83, d = 1+ 84, b = 851+ 83, € = S99+ 84, ¢ = S1 + S2, [ = 83+ 84 €s az
ortocentrikussag feltétele igy alakul:

(s2+ 53)2 +(s1+s— 4)2 =(s1+ 33)2 + (52 + 54)2 = (s1+ 52)2 + (s3+ 34)2.

és innen
8283 + 8184 = 8183 + 8284 = S1S2 + S$354.

Az els6 egyenlGségbdl atrendezéssel (s1 — s2)(sq — s3) = 0, vagyis az s1 = so és s3 = s4 egyenlSségek koziil legalabb az
egyik teljesiil. Hasonldéan a mésodik egyenlGségbdl vagy s1 = s4, vagy so = s3, vagy mindkettd fennall.

Ha pl. s1 = s9 és s1 = s4, akkor az ABD haromszog szabalyos, mert mindegyik oldala 2s1, és a C-be befuto 3
él is egyenls: mindegyiknek s; + s3 a hossza. Barhogy kapcsolunk 6ssze az el6bbi 2-2 egyenlGségbdl 1-1-et, mind a 3
tovabbi ilyen esetben hasonld eredményre jutunk. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Kelemen Jozsef (Szentgotthard, Vorésmarty M. g. IV. o. t.)



