I. megoldas: A feladat szovege a D pontnak AC-n vald kitlizését kétféleképpen teszi lehetévé: A-t6l vagy C
oldalan, vagy AC-nek A-n tul valéo meghosszabbitasan. Aszerint is két lehetGséggel kell szamolnunk D helyzetére, hogy
az els6 esetben az ABC egyenl$ szard haromszog alapja kisebb, vagy nagyobb a szarédnal. Végiil elsé hallasra a BC' D
haromszog egyenld szara voltat is haromféleképpen képzelhetjiik el, ugyanis barmelyik két oldalanak egyenlGségére
gondolhatunk. Mindenesetre D # C, kiilonben BCD elfajult hdromszog lenne, tehat AB = AD # AC, ACB< # 60°.
E kérdéseknek minden lehet6 modon valé megvélasztasa utan esetrdl esetre kiszamithatjuk az ABC haromszog szogeit
(ugyanis az ABD és BCD héaromszogek egyenld szara voltabol tovabbi egyenletet kapunk a két ismeretlen szogére),
és ennek alapjan adunk valaszt a kérdésre.
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1. a) Legyen AD egyiranya AC-vel és AB < AC; igy D az AC szakaszra esik. Ekkor BAC< > 60°, BDC< =
90° + BAD</2 > 120°, tompa szog, igy a BDC héaromszog csak agy lehet egyenls szara, ha DB = DC. Ekkor,
BAC< = ABC< = «a és ACB< = ~ jelolésekkel mindenképpen 2a + v = 180°, tovabba feladatunkban BDC< =
90° + /2 = 180° — 2, és ebbdl o = 540°/7, v = 180°/7. Igy az ABC haromszog, vagy ami ugyanaz, a vy szog
megszerkesztése egyértelmi a szabalyos 14-sz0g szerkesztésével, err6l pedig tudjuk, hogy euklidészi értelemben nem
szerkeszthets meg.

1. b) Legyen AD egyiranytu AC-vel és AB > AC, tehat D az AC-nek C-n tuli meghosszabbitasan van. BC'D-
ben nem lehet CB = CD, mert ez a feltevés AB = AD = AC + CD = AC + CB-re vezet, és igy az ABC
haromszog nem létezik. Igy két lehetdség marad BCOD egyenls szartsagara: DB = DC-b6l ADB< = 90° — «/2
révén DCB< = 90° — ADB</2 = 45° + a/4 = CAB< 4+ CBA< = 2a-bol o = 180°/7, ami ismét nem szerkeszthetd;
BC = BD-bdl pedig o = 36°, ez viszont a szabalyos 10-sz0g szerkeszthet&sége folytan szerkeszthetd.

2. Legyen AD ellentétes iranya AC-vel. Ekkor BDC< = a/2 és CBD<t = 3a/2 > BDC<, tehat a BDC haromszog
kéttéleképpen lehet egyenls szarat BC = BD-vel, amib6l «/2 = 180° — 2, és igy a = 72°, ami szerkeszthetd, — ill.
BD = CD-vel, amib6l 3a/2 = 180° — 2q, és igy a = 360°/7, nem szerkeszthets.

Araté Péter (Kaposvar, Tancsics M. g. IV. o. t.)

Megjegyzések: 1. A harom megszerkeszthetetlen eset abrai csak abban kiilonboznek, hogy az A, D, C betik cikli-
kusan permutéalédnak.
2. A versenyzGk t6bbsége nem tért ki valamennyi lehet&ségre.

II. megoldas: Trigonometriai ismeretekre tdmaszkodva is valaszolhatunk a kérdésre. Lényegében az a kérdés,
megszerkeszthet6-e az ABC haromszog AC = BC = a szarabdl az AB = ¢ alap (vagy forditva), més szoval a c¢/a
ardnyszédm, amelynek fele a BAC'<t = « koszinuszat adja.

Vegyiik hosszusagegységnek a szarat: a = 1, igy a haromszog-egyenlStlenségbdl 0 < ¢ < 2, méasrészt cosa =
¢/2. Fejezziik ki a kérdéses BC'D haromszognek a szerkesztéssel létrejott oldalait. A BD = d szakasz hossza vagy
2¢ sina/2, vagy 2c¢ cos /2 aszerint, hogy AB-t A-tol C felé, ill. az ellentétes irdnyba mértiik fel, ugyanis az ABD
egyenld szart haromszog szarai kozti szog eszerint lesz «, ill. 180° — . A félszog fiiggvényeit cos a = ¢/2-vel kifejezve
d* = 2¢*(1 F cosa) = (2 F ¢). Masrészt CD hossza 1 — ¢, ill. ¢ — 1 aszerint, hogy ¢ < 1, ill. ¢ > 1 vagy pedig 1 + c.
Igy a BCD egyenl szarta haromszégben BD csak szar lehet, ugyanis a CD = BC feltevés 1 F ¢ = 1-gyel ¢ = O-ra, ill.
¢ —1 = 1-gyel ¢ = 2-re vezet, és az ABC haromszog egyik esetben sem létezik. Aszerint, hogy a mésik szar szerepét
BC jatssza-e, vagy CD, két esetet kell vizsgalnunk.

1. BD = BC =1, azaz d*> = ¢*(2F ¢) = 1-gyel ¢* —2c* +1 = 0, vagy ¢® +2¢? — 1 = 0. Konny belatni, hogy az els6
egyenletnek ¢ = 1, a masodiknak pedig ¢ = —1 gyoke, szamunkra azonban egyik sem valosagos megoldas, mert ¢ = 1
mellett D egybeesik C-vel, a negativ gyoknek pedig itt nincs értelme. Az egyenletek bal oldalat a megfelels ¢ — 1, ill.
c+1 gydktényezdvel osztva a tovabbi gyokok ¢ —c—1 =0, ill. ¢ +¢—1 = 0-bol: ¢ = (1£v5)/2,ill. ¢ = (~14++/5)/2.
Ezek mint szakaszok megszerkeszthetk, mert a /5 hosszisagu szakaszt az 1 és 2 befogoju derékszogd haromszog
atfogojaként kaphatjuk.

A nagyobb gyokok ¢ = 1,618...,ill. ¢ = 0,618.. ., veliikk haromszog szerkeszthets, a megfelels sz6gek o = 36°, ill.
a = 72°%; a kisebb gyokok negativok.



2. BD = CD-vel a CD = £(1 — ¢) esetekben c*(2 — ¢) = 1 — 2¢ + c-bél
(1) A —c?—2c+1=0,
a CD =1+ c esetben pedig ¢*(2 4 ¢) = 1 + 2¢ + ¢*-bdl a
(2) — = +2c+1=0

egyenletre jutunk. Az utébbit a (—c)® — (—c)® —2(—c) +1 = 0 alakban irva latjuk, hogy gyokei (—1)-szer akkorak, mint
(1) gyékeﬂ, ezért a szerkeszthetGség kérdésében mindkét egyenletnél ugyanarra a valaszra jutunk, igy elég (1)-gyel
foglalkoznunk.

Mivel (1)-ben valamennyi egyiitthaté egész szam és ¢ egyiitthatoja 1, azért ha van racionalis gyoke, az egész szam.
Egész gyokként csak az allando tag osztoi: +1 és —1 johetnek szoba, de egyikiik sem gytke (1)-nek. Igy (1) a racionalis
szamtest f6lott irreducibilis, egyik gyoke sem szerkeszthetd meg

Szdsz Domokos (Budapest, Eotvos J. g. IV. o. t.)

Megjegyzés: A 2. esetre kapott valasz utan nincs értelme kutatni, van-e egyéltalan olyan egyenls szari haromszog,
a = 1 szarral, amelynek c alapja eleget tesz (1)-nek, ill. (2)-nek. Mégis az I. megoldas eredményeivel valo Gsszeegyestetés
végett megjegyezziik, hogy (1) bal oldalanak értéke

c=-2, 0, 1/2, 2 esetén
7, 1, —1/8, +1,

eszerint (1)-nek —2 és 0 kozott, 0 és 1/2 kozott, és 1/2 és 2 kozott van egy-egy gyoke, az utobbi kettovel létezik
egy-egy megfelel§ haromszog, a —2 és 0 kozti gyok —1-szerese pedig (2) révén ad egy haromszoget. Finomabban, 0,01
lépésekkel haladva kapjuk, hogy (1) pozitiv gyokei a (0,44; 0,45) és az (1,80; 1,81) intervallumban vannak, negativ
gyoke pedig a (—1,25; —1,24)-ban. Ezekbdl méar elég j6 megkozelitéssel lathato, hogy cos « a (0,22; 0,225), (0,9; 0,905),
ill. (0,62; 0,625) intervallumban van, és igy « ,kozel jar” 180°-nak 3/7, ill. 1/7, ill. 2/7 részéhez.

!Bz a kapcsolat az elébbi egyenletpar esetében is fennallt.
2Lasd pl. Surdnyi Jdnos: A szdgharmadolas kérdésersl, KML. XIV. kétet, 97-107. és 129-134 o., kdzelebbrsl 131-132. o. (1957. aprilis-
majus).



