I. megoldas: Jeloljiik a szoban forgo felezs sikot S-sel. Vetitsiik a tetraédert (merdlegesen) az M-en atmendg,
AB-re meréGleges S7 sikra, legyen C, D vetiilete C1, D1, tovabba A és B egybeess vetiilete N.

CC4 és DDy parhuzamosak AB-vel, ezért C1, Dy az ABC, ill. ABD sikban is benne vannak, tehat rajta vannak
e sikoknak Si-gyel valéo C1 N, D1 N metszésvonalan. Ennélfogva a C; N D; sz0g méri az AB élnél levs lapszoget. —
Méasrészt S és S; metszésvonala NM, és ez felezi a C1N D, szoget. Ugyanis M feltevésnél fogva egyenld tavol van
az ABC és ABD lapsikokon levé M; és M, vetiileteitdl, ezek Si-nek is pontjai, tehat C1 N, ill. D;N-en vannak,
ennélfogva M valéban egyenlé tévol van a C1 N Dy sz0g szaraitol.

A CC1M és DD M derékszogi haromszogek egy a C'D-n atmend és Si-re merGleges So sikban fekiisznek, M-nél
fekvo szogeik csticsszogek, ezért hasonlok. Igy

(1) CM : MD = C;M : MD;.

(Ha S; atmegy CD-n, akkor C; = C, D1 = D, és (1)-re nincs sziikség.) A szogfelez6re vonatkozo tételnek a Cy N D1
haromszogre valé alkalmazasaval

(2) ClMZMDlzclNZNDl.

Itt. CCy || DD, || AB folytan C1 N és Dy N megegyezik az ABC, ill. ABD haromszognek az AB alaphoz tartozo

magassagaval, ennélfogva AB/2-vel valo szorzatuk e haromszogek teriilete:

Ci1N-AB ND;-AB
2 ' 2

(3) CiN:ND; = =tapc :tABD.

Most mar (1), (2) és (3) egybevetése a bizonyitando6 allitast adja.

A kiils6 lapszog Ss felezGsikja C'D-t csak C-n, vagy D-n tdli meghosszabbitasan metszheti. Ss3 (amely atmegy
AB-n és merdleges S-re) akkor és csak akkor nemn metszi CD-t, ha parhuzamos vele. Ez az Sy en valo vetiiletben is
megmutatkozik: S3 nak Sq-gyel valo metszésvonala (amely atmegy N-en és mer6leges N M-re) parhuzamos C D1 -gyel.
Igy a C1ND; haromszog NM szogfelez6je merdleges Oy Di-re, tehat CyN = Dy N, masképpen: ABC és ABD-nek
AB-hez tartozé magassagai egyenldk, tehat tapc = tapp. — Forditva, ha e teriiletek egyenlk, akkor az Si-ben fekvs
C1 N D; haromszog egyenld szari, tehat N-nél fekve kiils6 szogének f felezje parhuzamos Cy D;-gyel. Ennélfogva az
f-en dtmend és Sp-re merdleges S3 parhuzamos C'D-vel, mert ez Sy ben fekszik, az pedig atmegy C1 D;-en és ugyancsak
merGleges Sy-re. — Ezek szerint S3 és C'D parhuzamossagahoz sziikséges és elegends, hogy tapc = tapp legyen (amivel
a feladat elsG része szerint egyiitt jar, hogy M felezi CD-t).

Ha méar most tapc # tapp, akkor M’ létezik. Ekkor az elbbi S; helyett az M’-n atmend és AB-re merdleges
Si-t véve az ugyanigy adodo C7, D}, N’ vetiiletekkel a fenti meggondoléds ismételhets. A valtozas csupan az, hogy
N' M’ kiilss szogfelezbje a C7 N’ D' haromszognek, azonban (2) megfelel6je ekkor is érvényes. Igy, ha M’ létezik, akkor
CM':M'D=CM :MD.

Jelitai Arpdd (Bp. XIV. ker., L. Istvan g. IV. o. t.)

II. megoldas: Az ardnypér helyességét az M ABC és M ABD tetraéderek K, ill. K5 kobtartalméanak kétféleképpen
valo kifejezése utjan is igazolhatjuk. E tetraédereknek AM-bdl huzott magassigai, mint M-nek az ABC és ABD
lapsikoktol valé m tavolsagai, egyenldk, ennélfogva

(4) tapc :tapp =m-tapc :m-tapp = 3K, : 3Kos.

Masrészt az A-bol huzott m, magassaguk kozos, mert az A-val szemben fekvé M BC, ill. M BD lapok egybeesnek
BCD-vel. Igy

(5) 3Ky : 3Ky =mg-tmBc i My - tmMBp = tmBe : tMBD



Végiill az M BC és M BD héaromszogek B cstcsa és MC, ill. M D oldalegyenese kozos, tehat kozos a B-bdl huzott my,
magassaguk is, ezért

mb-C'M'mngD

=CM : MD.
2 2

(6) tmpc :tuMBD =

Most méar az aranypar helyessége (4), (5) és (6) egybevetésébdl adodik.
Tihanyi Ambrus (Bp., V., Apaczai Csere J. gyak. g. III. o. t.)

Megjegyzések. 1. A (4) és (5) ardnyparok egybekapcsolasaval a 934. feladat allitasara kapunk bizonyitast. Forditva,
a 934. feladatra tamaszkodva is bizonyithatjuk allitasunkat.

2. A 934. 65 935. feladatok allitasai egylitt a haromszog szogfelezGje altal a szemkozti oldalon 1étrehozott metszetekre
vonatkozo sikbeli tétel térbeli dltalanositasainak tekinthetk, egyszersmind lehetGséget nytjtanak lapszogfelezé sik, f,
egy-egy pontjanak sikbeli szerkesztéssel valo kitizésére.

3. (1) és (2) egybevetése azt adja, hogy NM a CND szoget is felezi.

4. Elég sok dolgozat a feladat masodik részében arra hivatkozott, hogy egyrészt C'D és S35 parhuzamossagabol,
mésrészt S3 és S merdlegességébdl az kovetkezik, hogy C'D és S mer6legesek. Ez téves, nem mindig igaz; vegyiik pl.
Ss-nak egy vizszintes és fligg6leges lapokkal hatarolt téglatest alaplapjat, C'D-nek a fedélap egyik atlojat, S-nek pedig
barmelyik oldallapot.



