Eldzetes megjegyzés. A beérkezett dolgozatok legnagyobb része trigonometriai uton bizonyitja az allitast. Kozliink
egy ilyet, majd a II. és III. megoldasokon bemutatjuk, hogy elemi tton is célhoz juthatunk. Elemi utat a dolgozatoknak
csak csekély hanyadrésze kovetett.

I. megoldas: Vegyiik hosszegységnek a koriilirt kor atmérGjét, legyen tovabba BA; 1at6szoge a nagyobb BA; iv
pontjaibol x. Ekkor BAs latoszoge a nagyobb BAj iv pontjaibol 36° — x, tovabbéa

BA| =sinz,

BAs = sin BAsA3<t = sin (72O + :E),

BAs =sin (36° — z) = sin (144° + ),

BAs = sin BAsAs<t = sin (36O + :E) = —sin (2160 + x),

BA, = sin BAsA,< = sin (108O + a:) = —sin (288° + a:)

Ezekkel a bal és jobb oldal kiilonbsége

BA; + BAs + BAs — BAy — BA4 = sinz + sin (72O + x) + sin (144° + ;v)—i—
+sin (216° + ) + sin (288° + z) = (1 + cos 72° + cos 144° 4 cos 216°+
+c0s288°) sinz + (sin 72° + sin 144° + sin 216° + sin 288°) cos .

Felismerve, hogy a zardjelekben az egyméas utani szogek 72°-nak egymaés utani tébbszorosei, a kiilonbség értéke
ismert altalanos azonossagok alapjan folytat()lag

L, sing2d” sin 180° - sin 144° .
— _— C =
2 " 2smn36° ) Sin 36° o8t

Ezzel a bal és jobb oldal egyenl&ségét bebizonyitottuk.
Klimd Jdanos (Kaposvar, Kozgazd. Techn.. III. o. t.)

II. megoldas: A B pont helyzetének megvalasztasa folytan mindkét BAs ivhez tartozo kozépponti szog (roviden:
a BAs iv) nagyobb 144°-nal, az As-6t tartalmazd BAy iv kisebb 144°-nél, igy a megfelel6 hurokra is 4ll BAs > BA,.
Ugyanigy BA; nagyobb BA; és BAs mindegyikénél. Igy BAy-et BAsz-ra B-b6l, BAi-et BAs-re B-bél és BAs-ot
Ay B-re Ay-b6l ramérve az Al ill. A és AL végpontok a BAs, ill. BAs szakaszon vannak. Huzzuk meg az A4 A}, A1 Al
Ay AL szakaszokat (1. &bra).

1. dbra

Az AJA4B és A’A1 B egyenl6 szart hdromszogekben A} BAy< = A3BAs< = A3 BA;< = A|BA; = 36°, ezért
Ay AyB< = A4A B = Aj A1 B = T72°. Az A1 Ax A, ill. A3 A4 Al hdromszogekben az 6tszog Ay As = Az A4 oldalaival
szemben 108°-os szogek fekszenek, mert ezek az utobbi két szognek mellékszogei. Masrészt BA; A1<t = a jeloléssel
A5A4B< = A5A2B< = A5A2A1< - BA2A1<I = 360 — Q, ezért A2A4A3<I = A5A4A3< - A5A4B< - BA4A£1<I =
108° — (36° — ) — 72° = . Igy az A] A1 Ay és A} A3 A4 haromszogek egybevagok, tehat A7 A; = A} A;.

Egybevagok a A; As Af és A1 As B haromszogek is, mert Ao, ill. As csticsuknal fekvo szogiik és az azt bezéaro oldalaik
egyenlok, ezért A; Af; Aot = A1 BA52< = 144°. Ez a sz0g nagyobb A; A} Ao<< = 108°-nal, ennélfogva A% az A A,
szakaszon fekszik.

Most mér az A; Af A} haromszogben Ay Af A< = AJA; A\ < = 36°, tehat A Ay = A1 A = A As.

Mindezek alapjan:

BA; = BA| + A1 AL + Ay Ay = BAy + A A3 + BAs =
= BA| + BA3s — BA, + BAs,

amibdl a bizonyitandé allitas atrendezéssel adodik.

!Lasd pl. Faragé Ldszlé: Matematikai Szakkori Feladatgytijtemény, 2. kiad. (1955) 52. o. (Kozépiskolai Szakkori Fiizetek.)



Mondik Ldszlé (Hodmezovasarhely, Bethlen Gimn. IV. o. t.)

III. megoldas: Legyen az Ay Ay A3 Ay A5 6tsz0g (réviden P,) titkorképe az As B hur f felezd mer6legesére By Bo B3 B4 Bs
(réviden P), ahol Bs = B (2. abra).

2. dbra

P, cstcsai a P, koré irt k koron vannak, mert f a k-nak atmérGje. P, és P, szabalyos voltuk folytan egy-
masba k kozéppontja koriil valo forgatassal is atvihetSk, pl. Ay, As, ..., As egy 72°-nal kisebb forgatassal atvihe-
t6k B4, B3, B2, Bs-be, ez utobbi csicsok k-n rendre a rovidebb A;As, AsAs, ..., AsA; ivre esnek. Igy a révidebb

A5B5, B5A1, AlB4, B4A2, ey A4Bl, BlA5 ivek valtakozva egyenl(’ik, legyen roviden §5—A\1 = §4-A\2 =...= BlA5 =«
és AsBs = A1By = ... = A4B; = 8. A P, és P, oldalai altal k-bol lemetszett (révidebb) ivek mindegyike egyenls a
o+ B = 72°kal.

k-nak az f-re meréleges és igy egymassal parhuzamos Ay By,, AsBe, A3Bs, A4B4 hirjai rendre egyenlk a bizonyi-
tando6 egyenl&ségben szereplé BAs, BAy, BA;, BAs hurokkal, mert a megfelel6 hurok végpontjai kozé esé rovidebb
iv hossza rendre 2« + 8, 28 + «, a és 3a + 23 vagy 2a + 38 (aszerint, hogy a < 3, ill. « > ). Eszerint elegendd azt
megmutatnunk, hogy
A3B3 + A4B4 + A5B5 = AlBl + A2B2.

Az AsBy, A3Bs, AyBs, AsBy4 és Ay Bs hirok ugyancsak parhuzamosak, mert két-két egymés utani hur koézott két-
két a+ 3, a, o + B, B hossziasagi iv van. Ezért, A1 By, AsBs, A4Bsy-nek AsBy, AyBs, A3 Bi-gyel valo metszéspontjat
C1, Co, Cy-gyel jelolve az A5 B A1Cy, B1C1ByCy, AyCyA5Cs, BoCo B3 Az négyszogek paralelogrammak. Ennélfogva

A3Bs + AyBy + AsBs = BoCs + AyCy + Cy By + C1 Ay = BoCoy + CoAg + B1Cy + C1 A1 = Bo Ay + B Ay,
amit bizonyitani akartunk.

Megjegyzés. A hasznalt gondolatmenettel barmely paratlan oldalszamu szabalyos sokszogre bizonyithatd. A fent
bebizonyitott tétel kovetkezs altalanositasa: ha az AjAs ... Ag,y1 szabélyos sokszog (n > 1) koré irt kor kisebbik
Aj Agpy1 ivének valamely pontja B, akkor

(1) BA; + BAs+ BAs...+ BAg,11 = BAs + BAy+ ...+ BAsg,.

(Hogy péros oldalszamu sokszogre a gondolatmenet nem hasznalhato, ez azon mulik, hogy ekkor az A4, ... As,
sokszog és ebbll az As, B = As, B, htrnak f felez§ merdlegesére valo tiikrozéssel elGallo By Bs . .. Bay, sokszog 4n
cstcsabol allo alakzat a kor kozéppontjara is tiikros (mert mindkét 2n-szog titkros a kozéppontra), ezért az Asy, Bay, =
ivvel szemben fekvs A, B, iv hossza ugyancsak S (péaratlan oldalszam esetén viszont, mint konnyen belathato, az
A;:B%_H = f(-val szemben mnH = « fekszik). Ezért minden azAs, Ba,-nel parhuzamos Ag By, hur végpontjai
kozott mindkét Ay By iven a [ ivek szdma paratlan, és igy ezen harok rendszerében altaldban nincs az (1) hal oldalan
allo hurokkal egyenld. Ugyanis a kort az (1) bal oldalan all6 hurok barmelyikével kettévagva mindkét iven paros szamu
B iv van. — 2n oldala szabalyos sokszbgre nem is igaz az (1)-nek megfelels allitas.)

A fenti altalanositast kimondta és a Ptolemaios-tétel felhasznalasaval be is bizonyitotta Bollobds Béla (Bp. V.,
Apéaczai Csere J. Gyak. Gimn. II. o. t.). A dolgozatok kisebb része magat az eredeti allitast is igy bizonyitotta. Egy
ilyen a kovetkezs.

IV. megoldas: Valasszuk hosszusagegységnek az 0tszog oldalat és legyen atloinak kozos hossza d. Ha B az A; As
iv valamelyik végpontja, akkor a bizonyitand6 egyenléség fennéll, mert mindkét kifejezés értéke 1 + d.

Ha B az iv bels6 pontja (1. abra), akkor a BAs, BAs, BA4 hurokat kifejezhetjiik BA;, BAs és d-vel ugy, hogy
Aj, B, As-hoz negyedik cstucsnak rendre Ag-at, As-t, Ag-et vessziik és felirjuk e négyszogekre Ptolemaios tételét:

BAs=d-BA;+d-BAs, BAy=d-BAi+BAs, BAy=BA;+d-BAs.

Ezeket a bal, ill. jobb oldalon behelyettesitve mindkét oldalon (1 + d)(BA; + BAs) all. — Ezzel a bizonyitast
befejeztiik.

Cséfalvay Kldira (Bp. XIV., Teleki Blanka lg. IV. o. t.)



