I. megoldas: Az adott P(a, b, ¢) kifejezést kifejtve a £3x2yz tipusu hat tag kiesik — itt z, y, z valamely sorrendben
a, b, c-t jeloli —, (ellendrizzék ezt olvasoink a ,fejbeli” szamolas gyakorlasara a tagok leirdsa nélkil; a Szerk.), a
megmaradd hat tagot pedig ¢ hatvinyai szerint rendezve, majd az egyenlé kitev6ji hatvany—kiilénbségeket szorzatta
alakitva kiemelhetjiik az (a — b) tényezét:

P(a,b,0) = (b—a)c® + (a® — b*)c + ab(b* — a?) =
= (a—0b)[ -+ (a® + ab + b*)c — ab(a + b)].
Most a nagy zarojel tagjait a hatvanyai szerint atrendezve kiemelhetjiik (b — c)-t:
P(a,b,c) = (a—b)[(c —b)a® + b(c — b)a+ ¢(b* — ¢*)] =
=(a—0b)(b—c)[—a®+ab+c(b+c)].
Végiil a nagy zarojelben b szerint rendezve kiemelhetjiik (¢ — a)-t:
P(a,b,c) = (a—0b)(b—c)[(c—a)b+ (> —a®)] =
=(a—b)(b—c)(c—a)(a+b+c),
és evvel a kifejezést a, b és ¢ négy els6foki polinomjanak szorzataként irtuk fel, tovabbi felbontas méar nem lehetséges.
Virhelyi Judit (Bp. L., Epit6anyagipari technikum IV.o. t)
II. megoldas: A P(x,b, ¢) kifejezésnek, mint = polinomjénak az x = b és x = ¢ helyek 0-helyei:
P(b,b,¢) = b(b—¢)* + b(c — b)* =0,
cle,b,e) = clb—c)® + c(c—b)* =0,

eszerint x helyett Gjra a-t irva a kifejezésbdl a — b és a — ¢ kiemelhet6.

Hasonlé meggondolassal adodik, hogy a kifejezésb6l b — a és b — ¢, ill. ¢ — a és ¢ — b is kiemelhets. A kapott hat
tényez6bdl azonban kett6—ketts csak elGjelben tér el, tehat harom lényegesen kiilénb6z6 tényez6t kaptunk.

Masrészt latjuk, hogy a, b, c helyére b, ¢, a-t, majd c, a, b-t irva a kifejezés nem valtozik meg. Hogy ez a tulajdonsag
a fenti tényezdk kiemelése utan is lathaté maradjon, vegyiik elsé tényezének a — b-t, a tovabbi kettének pedig a belsle
a fenti helyettesitésekkel adodo; b — ¢ és ¢ — a kiilonbségeket. A kiemelt Q(a, b, ¢) = (a — b)(b — ¢)(¢c — a) szorzat
éppenigy homogeén kifejezése a, b, c-nek, mint P(a, b, e), fokszamuk 3, ill. 4, ennélfogva P(a, b, ¢)-nek Q(a, b, c)-vel
valo osztésa hanyadosként egy ugyancsak homogén R(a, b, ¢) kifejezésre vezet, amelynek fokszama 4 — 3 = 1. Legyen
ebben a, b, ¢ egylitthatoja rendre A, B, C, azaz R(a, b, ¢) = Aa+ Bb+ Cc. A fenti helyettesitéseknek ezt is Snmagaba
kell atvinniiik. Abbol a koveteléshdl, hogy

Aa+ Bb+ Cec= Ab+ Bec+ Ca = Ac+ Ba+ Cb
azonossag legyen, azaz barmely, a, b, ¢ értékrendszerre fennalljon, kovetkezik (pl. a = 1, b = ¢ = 0 helyettesitéssel),
hogy A= B =C, igy R(a, b, ¢c) = Ala+b+c) és
P(a,b,c) = Ala=b)(b—c)(c—a)(a+b+c).
Veégiil pl. a® bal és jobb oldali egyiitthatojanak megegyezésébél —b+c = —A(b — ¢), azaz A = 1 és
P(a,b,c) =(a—b)(b—c)(c—a)(a+b+c).
Flanek Ldszlé (Bp. L., Toldy F. g. III. o. t.)

Megjegyzés. P(x, b, ¢) mint z-nek polinomja harmadfoki. Harmadik 0-helyét megkeresve is kapunk egy kiemelhetd
tényezot (s6t ez a kovetkezetes folytatésa az els6 két tényezs megallapitasanak). Az I. megoldas szerint P(z, b, ¢)
kifejtett alakjaban 22 egyiitthatoja 0, eszerint a P(x, b, ¢) = 0 egyenlet gyokeinek Gsszege 0, igy z1 = b és x3 = ¢-bol
r3 = —b — ¢, a harmadik gyoktényezs: a — 3 = a + b+ c. A gyoktényezSs alak céljara z° egyiitthatoja az I. megoldas
els6 rendezéséhez hasonloan ¢ — b, igy P(a, b, ¢) = (¢ —b)(a —b)(a — ¢)(a+ b+ ¢), és ebbdl a fenti szimmetrikus alak
(—1)*-nel valé szorzas ttjsn adodik.

IIT. megoldas: Az atalakitdsok megkonnyitésére igyekezziink a kiilonbségek helyett, amelyeknek kobe szerepel,
egy—egy betit vezetni be. Mivel (b—¢) + (¢ —a) 4+ (a — b) = 0, igy kett6vel a harmadik mar kifejezhets. Legyen tehat
b—c=m,c—a=n,ekkor a —b=—m —n, és az elsd két egyenlGségbdl b-t és a-t kifejezve az adott kifejezést ¢, m
és n polinomjava alakithatjuk: a = ¢ —n, b = ¢+ m, és az adott kifejezés:

(c —n)m® + (c+m)n® — c(m+n)® = [m® +n® — (m + n)B} c+mn(n* —m?) =
= =3mn(m + n)c+mn(m+n)(n —m) = mn(m +n)(=3c+n —m),
végiil az eredeti valtozokra visszatérve:
—(b—c)(c—a)la—b)(-3c+c—a—b+c)=
=(a—-b)b—-c)c—a)a+b+c).



