I. megoldas: Legyenek az adott elemek rendre O, z, P1, és P», tovibba az O-ban z-re merglegesen allo képzetes
tengely y, végiil a keresett aszimptotdk u és v.

Feltehetjiik, hogy P, és P, az x és y altal létrehozott siknegyedek koziil ugyanegyben van pl. x és y-t a koordina-
tatengelyek szokasos iranyitasiba allitva a jobb fels6 I. negyedben, esetleg egyikiik az x-en, vagyis a hiperbola egyik
adganak ugyanazon a felén; ugyanis a II., IIL., vagy IV. negyedben adott pontok esetén y-ra, O-ra, ill. z-re valo titkro-
zéssel a mondott helyzet elallithato. Feltessziik tovabba, hogy P; és P» az esetleges ilyen tiikrozések utan is kiilonbo6z6
pontjai a hiperboldnak, — azaz OP; # OP, és az indexek alkalmas megvalasztasaval OP; < OP, —, természetesen
O-t6l is kiilonboznek, és a Py Py egyenes x, y egyikével sem parhuzamos, és nem megy at O-n. A kizart esetekben
ugyanis vagy nincs meghatarozva a hiperbola, vagy nem létezik a kdvetelményeket kielégité hiperbola.

O ismeretében elegendd az aszimptotidknak egy-egy O-t6l kiilonb6z6 pontjat megszerkeszteni; keressiik azt az U,
ill. V' pontjukat, ahol a P; P» egyenest metszik (1. abra).

1. dbra

Ezek a Py, P» pontparra tett feltevés folytan egyrészt léteznek — ugyanis P; P> nem lehet u és v egyikével sem
péarhuzamos, mert aszimptotaval parhuzamos egyenesen a hiperbolanak nem lehet két pontja, — masrészt O-tol és igy
egyméstol is kiillonbozék, O-val egyiitt haromszoget alkotnak, U és V egyike az I., masika a IV. negyedben van.

Ismeretes, hogy a hiperbola barmely hurjanak felez6pontja egyben a hart kimetsz§ egyenesnek az aszimptotik
kozti szakaszat is felezi; eszerint P Po-nek p felez6mer6Glegese egyben az OUV haromszog UV oldalat is merGlegesen
felezi. Tudjuk tovabba, hogy u és v tiikrds egyenespar a tengelyekre nézve, eszerint x és y adjék az OUV haromszog
O csicsanal levs belss és kiils szogek felezsit, mégpedig x ,,pozitiv’ oldala a bels6 szogfelezs, mint az U, V-t tartal-
mazoé 1. és IV. siknegyed elvalaszté vonala. Minthogy pedig a haromszog barmelyik csticsabol kiinduld belss és kiilsé
szogfelez6par a szemkozti oldal felez6 merdlegesébdl a koriilirt kor egy atmérGjét metszi ki, azért p-nek z, ill. y-nal
valé @1, Q2 metszéspontjai kozott megkapjuk a haromszog koriilirt korének egy atmérsjét, és e kornek Py Po-vel vald
metszéspontjaiban a keresett U, V-t.

Az elemzésbdl a szerkesztés lépései: O-n 4t meghuzzuk az x-re merdleges y-t, Py P felez6 merdlegesének az x
és y kozé es6 Q1Q2 szakasza mint atmérd f6lé k kort frunk, ebbsl Py Ps-vel kimetssziikk U, V-t, végil OU és OV
megrajzolasaval megkapjuk az u, v aszimptotakat. — Valtozat: y és Qo mell6zhetSk: k-nak K kozéppontjat P Po és
0@ felez6 merdlegeseinek metszéspontja is megadja, sugara pedig r = KO = KQ;.

Valoban, a kapott U, V pontokra UP; = V P, és x felezi a VOU szbget, ezért OU és OV aszimptotak.

Mindezekbdl azt is latjuk, hogy ha a feladat megoldhato, akkor csak egy megoldas (egy u, v par) van. A megold-
hatosag feltétele, hogy p messe = és y mindegyikét, azaz P; P> se x-szel, se y-nal ne legyen parhuzamos. Ezt a P, P
pérra tett feltevésiink mar biztositja, ugyanis p csak gy lehetne parhuzamos a tengelyek valamelyikével, ha ugyanez
P, Py-re is allna. Végiil, hogy z-nek pozitiv oldala belsd szogfelezGje legyen az OUV haromszognek, hogy a két szim-
metriatengely koziil ez legyen a valds tengely, ehhez sziikséges, hogy az O Py P, haromszog a csicsok ezen sorrendjében
pozitiv koriiljarasi legyen, méasszoéval az oldalai kozti OP; < OP; egyenlGtlenséggel egyiitt az ezen oldalai és x pozitiv
fele kozti oy és oo szogekre ugyanezen értelemben a; < aq alljon.

Galambos Jinos (Veszprém, Lovassy L. G. IV. o. t.)

Megjegyzés. Py és Ps-nek az 1. negyedbe valoé rogzitésével tulajdonképpen csak az elemzést és a diszkussziét kdnnyi-
tettiik meg. A szerkesztés barmely Py, P, pontparral végrehajthato, hacsak p metszi x és y mindegyikét. Az ellentétes
eset pedig azt jelenti, hogy P és P, vagy tiikrosek, x és y és O egyikére, vagyis az adatok nem fliggetlenek egymés-
tol, vagy pedig a feladat megoldhatatlan, az adatok ellentmondasban vannak (pl. ha x meréleges P; P>-re, de nem
felez6 merdlegese a Py Py szakasznak). Ha aq, ag-vel az OP;, OP, egyeneseknek x-szel bezart hegyes szogét jelolve
OP, < OP, és a1 > ap, akkor x nem valds, hanem képzetes tengelye lesz a hiperbolanak.



II. megoldas: Legyen P; P> metszéspontja x, y-nal Sy, ill. Sy, és Py P, felez6pontja T'. Ekkor a szogfelezdk altal
létrehozott szakaszokra vonatkozo tétel szerint az OUV haromszogben

81U2S1V:OUZOV:S2USSQV.

Itt az els6 és a harmadik ardny tagjait olyan szakaszok Gsszegével, ill. kiilonbségével helyettesithetjiik, amelyeknek
egyik végpontja 1"
(TU+TS:): (TV —=TS1)=(TSa+TU): (TS;—TV).

Innen egyrészt TV = TU figyelembevételével, masrészt mindkét arany helyett a tagjai Gsszegébdl és kiilonbségébdl
képezett aranyra attérve
2TU : 2TS; =2T'S, : 2TU,
amibdl
TU? =TS - TS,

vagyis U és V-nek a megszerkeszthetd T-t6l az ismert P P> egyenesen mért tavolsiga mértani kdzéparanyos a meg-
szerkeszthets T'S, és T'Ss szakaszok kozott.

Tusnddy Gdbor (Satoraljaujhely, Kossuth L. g. III. o. t.)

II1. megoldas: Legyen az adott O és x origdja, ill. X tengelye egy derékszogi koordinatarendszernek és legyenek

az adott pontok koordinatai ebben a rendszerben Pj(z1, y1), ill. Py(22, y2). Ekkor hiperbolank egyenlete
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alaku. Itt az ismeretlen a és b meghatarozhaték volnanak abbél a két egyenletbdl allo
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egyenletrendszerbdl, amely azt fejezi ki, hogy Py és P, rajta vannak a hiperbolan, most azonban az aszimptotak £b/a
irdnytangense céljara csak aranyukra van sziikség. (1) és (2) kivonasaval és alkalmas rendezéssel

3) b VY-t

a /a3 —af
és ez, ill. az aszimptotdk derékszogld haromszogek révén megszerkeszthetGk pl. a kovetkezd lépésekben: az O koriil
x2, ill. yo sugérral rajzolt, I. negyedbeli negyedkoriveket metssziik, éspedig az el6bbit a Pi-en 4t az X-tengelyre, az
utobbit az Y-tengelyre allitott merdlegessel, majd a kapott Qi-en at az Y-ra, Qo-n at az X-re allitott merdlegesnek
R metszéspontjat osszekotjik O-val. Ekkor OR-nek « irdnyszogére tg o = a/b, ennélfogva u-t OR-nek az L. negyed
szogfelezGjére valo titkkrozésével, v-t pedig O-ban az OR-re allitott merdlegesként kaphatjuk (2. dbra).

2. dbra



(3)-ban feltettiik, hogy xo > x1(> 0), igy a nevezsbeli gyok alatt pozitiv szam all. Ehhez (1) és (2)-t, valamint az
y1 > 0, y2 > 0 feltevéseket hozzavéve mar kovetkezik, hogy yo > y1, vagyis (3) szamléloja is valos, ugyanis
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Sdrkozy Andrds (Gyongyos, Vak Bottyan g. IV. o. t.)

IV. megoldas: Az adott két pont, valamint x, y és O-ra vonatkozo tiikorképeik koziil valasztott 5 pont felhasz-
nalasaval a kuapszeletbe irt hatszogre vonatkozd Pascal-tétel alapjan megszerkeszthetjiik e pontok barmelyikében a
hiperbola érint(ijét Lattuk tovabba a 847. feladat II. megoldésébanE hogy egy P hiperbolapont és a benne htuzhato
e érintd, valamint az x, y tengelyek ismeretében hogyan szerkeszthet6k meg az Fy, Fy fokuszok: annak a kornek az x
valos tengely egyenesévél valé metszéspontjaiként, amelynek kdzéppontja az y képzetes tengelyen van, és amely atmegy
P-n, valamint e és y-nak C metszéspontjan. Végil a 847. feladat III. megoldasabarﬁ latott tétel megforditasaval Fi,
F;, P és e ismeretében megszerkeszthetjiik e-nek az aszimptotékkal valé6 metszéspontjait: az az Fy, Fp-n atmené kor
metszi ki ezeket, amelynek kozéppontjat a P-ben e-re emelt mer6leges metszi ki y-bol.

P&dor Bdlint (Bp. 1., Rakoczi F. g. IV. o. t.)
Megjegyzés. A fokuszok ismeretében a szerkesztést annak alapjan is folytathatjuk, hogy Fi, Fy-nek e-n valo F, F

merdéleges vetiiletei rajta vannak az O kozept, a sugart f6koron; igy az OF; = ¢ atfogobol és az OF] = a befogobol
szerkesztett derékszogl haromszog mésik befogdjaban megkapjuk b-t, végiil b/a-ban az aszimptotak iranytangensét.

LLasd pl. Schopp Jdnos: Kapszeletek (Kozépisk. Szakkori Fiizet), Tankonyvkiado, 1955. 73-74. o., 68. és 70. §.
2KML. XVI. kétet 89. o. (1958 marcius).
3K. M. L. XVL. kotet 89. o. (1958 marcius).



