I. megoldas: Tegyiik fel, hogy a pozitiv u szdm gyodke egyenletiinknek, azaz fennall az
(1) ud —au® —bu—c=0

egyenléség. Megmutatjuk, hogy nincs az egyenletnek u-nal nagyobb gyoke, azaz nincs olyan pozitiv y, amellyel v + y
is gyok.
Egyenletiink bal oldala 2 = u + y helyettesitéssel, majd (1) figyelembevételével igy alakithato:

y® + (Bu — a)y® + (3u? — 2au — b)y + (u® — au® — bu — ¢) =
=y[y® + Bu—a)y + (3u” — 2au — )] = y(y* + py +q).

Itt feltevéseink folytan mindkét egyiitthatoé pozitiv, ugyanis (1) felhasznéalasaval

b
p=3u—a=2u+(u—a)=2u+ u—21—0>0,
u
q=3u*—2au—b=1u*+u(u—a)+ (u*—au—>b) =
b
i AP Sy,
u

ennélfogva az y(y? + py + q) kifejezés értéke minden y > 0-ra pozitiv, valoban seholsem 0.

Megallapitasunkat a legkisebb pozitiv gyokre alkalmazva adodik, hogy az az egyetlen pozitiv gyok.

Hasonl6 atalakitassal barmely olyan polinomra belathatd az un. ,Descartes—féle jelszabély” érvényessége, amelyben
egyetlen , jelvaltas” 1ép fel.

II. megoldas: Jeloljiik az adott egyenlet gyokeit z1, zo, xs-mal és fejtsiik ki polinommaé az egyenletnek a gyokté-
nyez6s alakjat. Mivel z° egyiitthatoja 1:
(x —z1) (2 — 20)(x — 13) = 2% — (x1 + 22 + 23)22+

+(z122 + T123 + T223)T — T1T2w3 = 0,

azért a gyokok és az els egyiitthatdé megegyezése folytan ennek és az adott egyenletnek minden tovabbi egyiitthatoja
megegyezik:

(1) 1 + 29 + 23 = a,
(2) X129 + 13 —+ ToX3 = —b,
(3) X1X2x3 = C.

Tegyiik fel egyelére, hogy mind a harom gyok valos, és egyik sem 0. Ekkor (3)-bol ¢ # 0, igy a harom gyok szorzata
feltevésiink folytan: ¢ > 0, ez pedig csak ugy lehetséges, ha a negativ gyokok szama paros: 2 vagy 0, és igy a pozitivok
szama 1 vagy 3. Harom pozitiv gyok lehetGségét azonban (2) kizarja, mert aszerint a kéttényezss szorzatok —b Osszege
nem pozitiv, itt tehat a pozitiv gyokok szama valéban pontosan 1.

Ha a gyokok koziil pontosan egy, pl. z3 = 0, ugy Osszefliggéseink egyszertisédnek:

(la) xr1 + X9 = a,
(2(1) T1T2 = —b(> 0),

és (2a)-bdl nyilvanvald, hogy — az allitdsnak megfelelGen — egy pozitiv és egy negativ gyok van.
Ha z3 = 3 = 0, akkor méar nincs mit bizonyitanunk.
Ha pedig egyenletiinknek komplex gyoke is van, pl. 1 = p + ¢i, ahol p és ¢ valosak és q # 0, azaz fennall:

(p* —ap® —bp — ¢ = 3pg® + ag®) + (3p® — 2ap — b — ¢*)qi = 0,

ami azt jelenti, hogy mindkét zardjeles kifejezés 0 (azt természetesen feltételezziik, hogy a, b, ¢ valosak), akkor x1-nek
To = p— qi konjugaltja — amelyre zo # x1 — ugyancsak gyok, igy a harom gyok koziil ismét legfeljebb egy lehet pozitiv.

Nagy Judit (Szombathely, Kanizsai Dorottya lg. III. o. t.)

Megjegyzés: Néhany ,masodik megoldas” az egyenletet 2> = ax? 4 bz + ¢ alakba irva a pozitiv gyokok szamarol a
,joOl ismert” y = 23 és y = ax® + bz + ¢ gorbék grafikonja alapjan a kovetkezoképpen kivant tajékozodni.

LA valos gyokoket a két gorbe kozos pontjaihoz tartozo abszcisszak adjak. Az y = 2® goérbe mindeniitt emelkedve
a III. negyedbdl az origon &t az 1. negyedbe 1ép, menetébdl minket csak az I. negyedbeli iv érdekel. Pozitiv z-ekre az
y = ax® + bz + ¢ gorbe is mindeniitt emelkedik (pontosabban: sehol sem siillyed); ugyanis a # 0 esetén az

b)2+4ac—b2



atalakitas szerint a parabola csicsa ,alul” van éspedig a nem pozitiv xg = ——— abszcisszén; a = 0, és b # 0 esetén

b > 0 és igy az y = bz + ¢ egyenes minden z-re emelkedik; végiil a = b = 0 esetén az y = ¢(> 0) egyenes parhuzamos
az X-tengellyel. Minthogy tovabba az y = axz® + bx + ¢ gorbe az L. negyedbe az Y-tengely ¢ > 0 ordinataja pontjan
at 1ép be, azért a két gorbének az I. negyedben csak egy kozds pontja lehet”.
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Ebben a meggondolésban csak az utols6 mondat hibas; nem biztos ugyanis, hogy két emelkedd gorbeiv legfeljebb
egy pontban metszi egymast, emelkedés kdzben  kanyarogva’ abrank szerint akarhény kozos pontjuk lehet. Az ilyen
megoldéasok szerz6i burkoltan a vizsgalt gorbék ,simasagéara’, keveset kanyargd voltara gondoltak. Az I. megoldas
tulajdonképpen azt mutatta meg, hogy az w abszcisszadju kozos ponttol jobbra nem lehet tovabbi kozds pont, mert
minden z > u-ra az y = x> gorbe ordinataja nagyobb az y = ax® + bx + ¢ gérbe ordinatajanal.

Tanulsagul jegyezziik meg: a szemlélet gyakran jo Gtleteket ad, de rendszerint egyes esetre vonatkozik és igy forrasa
lehet elsietett altalanositasoknak.



